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WELTNER, Klaus, Universitat Frankfurt
ESPIRIDIAO, Sergio, Universidade Federal da Bahia, Salvador

Der mechanische Oszillator als Zugang zur Behandlung
nichtlinearer Phinomene

Meinem Kollegen H. Schramm mit guten Wiinschen zum 60. Geburtstag gewidmet.

1. Physik der linearen und der nichtlinearen Phinomene

Die Schénheit und Eleganz der klassischen Physik, insbesondere der Mechanik, beruhen
zu einem Teil darauf, dal die Komplexitit der natiirlichen Phidnomene in kunstvoller
Weise reduziert wurde. Vorginge die in aller Regel von vielen Variablen abhingen,
wurden zu "reinen Fillen" umgeformt, in denen die Einfliisse der meisten Variablen
ausgeschaltet wurden um nun desto besser die Zusammenhinge zwischen ausgewihlten
Variablen zu studieren. Dariiberhinaus erwies es sich als auBlerordentlich fruchtbar,
kompliziertere Zusammenhinge durch Niherungsansitze zu beschreiben. Das klassische
Beispiel dafiir ist die Behandlung der Pendelschwingung. Fiir den Fall, daB die
riicktreibende Kraft proportional zur Auslenkung ist, lassen sich die Differential-
gleichungen bereits im Schulunterricht 1dsen. Fiir diesen Fall gilt, daB die
Schwingungsdauer unabhiingig von der Schwingungsamplitude ist. Bekanntlich ist dieser
Fall beim Federpendel gegeben, doch schon beim einfachen Schwerependel ist das riick- -
treibende Drehmoment nicht proportional zum Auslenkungswinkel sondern proportional
zu dessen Sinus. Die entsprechende Differentialgleichung fithrt auf schwierige
mathematische Probleme, auf elliptische Integrale, und darum macht man sowohl in der
Schule wie im Physik-Studium tunlichst einen groflen Bogen. Dies ist deshalb
gerechtfertigt, weil fiir kleine Winkel der Sinus ndherungsweise durch den Winkel ersetzt
werden kann. Dieser Ndherungsansatz fithrt jetzt wieder auf die bekannte losbare lineare
Differentialgleichung. Die Unabhingigkeit der Schwingungsdauer eines Pendels vom
Pendelausschlag  gilt in einem weiten Bereich, und erst bei groBerem
Schwingungsamplituden werden die Abweichungen deutlich. Es gehort zu den Ubungs-
aufgaben im physikalischen Praktikum, mit Hilfe elektronischer Stoppuhren die
Abweichungen zu messen, die mit normalen Stoppuhren bei "verniinftigen" Ausschlidgen
nicht aufgedeckt werden konnen. Diese Methodik, bestimmte funktionale Zu-
sammenhinge innerhalb begrenzter Giiltigkeitsbereiche durch lineare Zusammenhinge zu
beschreiben, hat sich in Physik und Technik ganz auBerordentlich bewéhrt. Seit geraumer
Zeit allerdings wendet sich die Forschung in zunehmendem Mafe der Untersuchung von
Zusammenhingen zu, die durch nichtlineare Gleichungen beschrieben werden miissen.
Auf der einen Seite zeigt sich hier nun, da neue Phidnomene ins Blickfeld treten und auf
der anderen Seite zeigt sich, daB3 eine Vielzahl von Systemen zu einem Verhalten neigt, das
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wir als "chaotisches Verhalten" beschreiben. Charakteristisch dafiir ist, da im Bereich
chaotischen Verhaltens keine langfristigen Prognosen moglich sind. Dies ist auch dann
nicht moglich, wenn alle wirkenden Zusammenhénge streng deterministisch und kausal
formuliert werden koénnen. Es geht hier um den prinzipiellen Unterschied zwischen der
Vorhersage der Planetenbahnen, dies ist iiber Jahrhunderte hinweg méglich und der
Unméoglichkeit, das Wetter auch nur eine Woche lang mit Sicherheit zu prognostizieren.

Da auch der Physikunterricht auf diese Verschiebung der Gewichte reagieren sollte, ist es
sinnvoll, nach verstdndlichen Zugéingen zu der Physik nichtlinearer Phinomene zu suchen,
um daran den speziellen Charakter der linearen Approximation und den Reichtum der
nichtlinearen Phanomene zu demonstrieren.

Im folgenden werden einige Versuche an einem mechanischen Pendel vorgeschlagen, die
von den wohlbekannten und einfachen Eigenschaften des linearen Oszillators ausgehen
und zu unerwarteten und mannigfaltigen neuen Phdanomenen fiihren. Die physikalischen
Uberlegungen, die diese Phinomene verstindlich machen, sind ohne eine exakte mathe-
matische Losung verstindlich. Natiirlich lassen sie sich auf dem Computer simulieren, doch
sollte dem physikalischen Verstdndnis und der Untersuchung realer Objekte der Vorrang
gegeben werden.

Ausgangspunkt der Uberlegungen ist immer das Gesetz fiir die riicktreibende Kraft und
seine spezielle Form. Dieses Kraftgesetz 146t sich empirisch bestimmen. Von dem Verlauf
des Kraftgesetzes 148t sich dann auf die Abhédngigkeit der Eigenfrequenz von der
Amplitude schlieBen und endlich 148t sich dann aus der Kenntnis der Resonanzkurve des
harmonischen Oszillators bei kleiner Dampfung die Gestalt der Resonanzkurve ableiten,
die bei einer von der Amplitude abhingigen Eigenfrequenz zu erwarten ist, und die die
neuen Phinomenen erklirt.
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2. Aufbau der Oszillators
Als Oszillator dient ein symmetrischer Stab aus Holz oder Plexiglas, der sich als
Drehpendel um eine horizontale Achse drehen kann. Abb.1

FEDER = 7 N/m
KURBEL =

MOTOR =

~— GEWICHT = 4 ¢

W GEWICHT = 50 ¢

VORDERANSICHT SEITENANSICHT

Abb. 1 Versuchsaufbau des Drehpendels, Vorderansicht, Seitenansicht
Anordnung als Gravitationspendel
Riicktreibendes Moment wird von Masse m = 4 g erzeugt.

Als Achse reicht eine Fahrradspeiche aus, die sich in einer Halterung reibungsarm drehen
kann. Die Halterung 148t sich aus Kunststoff oder Metall herstellen, im einfachsten Fall ge-
niigen Schraubenmuttern als Lager, die durch eine Stativklemme gehalten werden. In
unserem Fall hat der Stab eine Linge von 0,25 m und eine Masse von 20g. Der Oszillator
wird durch ein duleres Drehmoment harmonisch zu erzwungenen Schwingungen angeregt.
Dem dient ein Experimentiermotor mit variabler Frequenz (0,5 < f < 1,5Hz). Der Motor
wirkt iber eine Kurbel mit verdnderlichem Radius, eine Rolle und eine Feder
(C = 7N/m) sowie lber einen dreifach um die Achse geschlungenen Faden auf den
Oszillator. Der Faden wird unten durch ein Gewicht (m = 50g) gespannt gehalten. Um ein
ausreichendes Drehmoment zu erhalten, muf die Achse des Pendels aufgeweitet werden.
Im einfachsten Fall gentiigt es, Tesafilm auf die Achse zu wickeln. Besser ist es, ein Stiick
Gummi - oder Plastikschlauch auf die Achse zu kleben.
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Der Durchmesser der aufgeweiteten Achse ist 0,6-0,7 cm. Die Kurbel des Motors ist ein
auf die Achse fest eingepafSter Stab mit Léchern im Abstand von 1 cm. Als Angriffspunkt
fiir den Faden eignet sich eine in eines der Locher geschraubte Schraube.
Variationsbereich des Hebelarms 1-8 cm.

Zur besseren Beobachtung sollte an die obere Umlenkrolle ein Punkt oder Zeiger geklebt
werden, um die Phasenbeziehung zwischen Anregung und Schwingung besser zu studieren.
Weiter kann an dem hinteren Ende der Achse ein Pappstreifen als Luftdimpfung ange-
bracht werden. Dies ist dann empfehlenswert, wenn Rechnungen durchgefiihrt werden, die
Luftddmpfung ist ndherungsweise proportional zur Geschwindigkeit, wihrend die
Achsenreibung praktisch geschwindigkeitsunabhéngig ist. SchlieBlich 146t sich dann auch
der EinfluB der Dampfung auf den Verlauf der Kurven studieren. Als ganz ungewohnlich
hilfreich hat es sich erwiesen, zwei identische Pendel nebeneinander aufzubauen und
gleichzeitig zu betreiben. Dieses Arrangement erlaubt es, Phasenbeziehungen bei unter-
schiedlichen Moden und den Vergleich unterschiedlicher Amplituden sehr einfach und
iiberzeugend zu beobachten.

SchlieBlich hilft es sehr, hinter dem Pendel eine Pappscheibe mit Gradeinteilung anzu-
bringen, um quantitative Messungen von Amplituden durchzufiihren.

In einer ersten Versuchserie wird die bekannte Resonanzkurve bei geringer Dampfung ge-
zeigt und damit an die bekannte Physik der erzwungenen Schwingungen angekniipft. Ein
mit der Auslenkung proportional anwachsendes riicktreibendes Moment wird mit. zwei
Federn erzeugt. Das riicktreibende Moment wird gemifl Abbildung 2 mit einem Faden,
der iiber ein mit dem Pendel verbundenes Schnurrad geschlungen ist, auf das Pendel iiber-
tragen. Radius des Radesr = 1,7 cm.

Federkonstante der Pendel je C = 7 N/m. Die Federn sind leicht vorgespannt.
(Vorspannung etwa 0,5 N)

Abb.2

&QQ' Anordnung fiir den harmonischer
@0 Oszillator. Riicktreibendes Moment
Q@ ist streng proportional
v zur Auslenkung.
(%)
FEDER = 7 N/m FEDER = 7 N/m
-

GEWICHT = 50 g
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In einer zweiten Versuchsserie wird der Oszillator als Gravitationspendel betrieben. Dazu
werden an einer Seite des Pendels zwei Scheiben von je 2g angebracht wie in Abb.1 bereits
dargestellt.

Dann ergibt sich ein riicktreibendes Drehmoment wie in Abbildung 3. Die Abweichungen
von der Linearitit beginnen ab einer Auslenkung von etwa 30° merklich zu Buche zu
schlagen, um dann zu einem auch qualitativ anderen Verlauf iiberzugehen. Bisher wurden

im Schulunterricht Schwingungen in diesem Bereich selten thematisiert.
RUCKTREIBENDES MOMENT

0.015Nm |

]

- Abb.3
0.010Nm Riicktreibendes Moment
beim Gravitationspendel,
empirische Werte.
1 M =-1 g sine
0.005Nm 1 = Abstand Masse - Drehpunkt

) —p—r——t—r—r———— T T T T T AUSLENKUNG / GRAD

30’ 60° 90° 120° 150° 180°

In einer dritten Versuchsserie wird ein neues riicktreibendes Drehmoment angebracht,

das eine Abweichung vom linearen Ver-

halten im entgegengesetzten Sinne zeigt. <

Dazu werden zundchst die Scheiben 0&0

symmetrisch an je einem Ende des é\@

Pendels angebracht, um so das {\9

Trigheitsmoment zu erhalten und keine o
Anderung eintreten zu lassen.

Das riicktreibende Moment wird von NIPPEL

einer Feder (C = 7N/m) erzeugt, die

gemidB Abbildung 4 iiber einen Faden

von unten angreift. Abstand des J
Angriffspunktes von der Achse: L= 4cm. t GEWICHT
Abb.4: Anordnung fiir nichtlineares riicktreibendes Moment. !
Das Moment wird von einer Feder (C = 7 N/m) erzeugt, die

unterhalb des Pendels fest verankert ist und iiber einen

Faden auf das Pendel wirkt. (Vorspannung, etwa 0,1 N)
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Um den Angriffspunkt zu erhalten haben wir einen Fahrradnippel in ein Loch in der
Pendelstange eingepaBt und den Faden in der Mitte des Fahrradnippels fest verklebt.
Damit wird eine zusitzliche Reibung des Fadens vermieden. Man kann aber auch einfach
ein kleines Loch in den Stab bohren und den Faden hindurchziehen und von hinten be-
festigen.

Den Verlauf des riicktreibenden Momentes zeigt Abbildung 5.

RUCKTREIBENDES MOMENT

0.015Nm
] Abb.5
R \ Riicktreibendes Moment
. bei Anordnung gemb.":iB Abb.4
0.010Nm ~ Bereiche: a linear
_ ] b mnichtlinear,
- 0‘\9}1 Moment wichst
- tiberproportional
0.005N M ~ . .
] ¢ nichtlinear,
_ Moment wichst
= unterproportional
e~ T T T T T T T T T T T AUSLENKUNG / GRAD
30° 60° 90’ 1207 150 180°

k— asle——b —fe— c—3

Wir konnen drei Bereiche unterscheiden. Bis zu Auslenkungen von etwa 25° haben wir
einen linearen Bereich. Die Spannung der Feder bleibt konstant. Dem schliet sich ein
Bereich an, in dem das riicktreibende Moment steil ansteigt. Das liegt an der zusétzlichen
Elongation der Feder. Ab etwa 110° beginnt ein dritter Bereich, in dem das riicktreibende
Moment wegen des dann kleiner werdenden effektiven Hebelarms zuriickgeht, um bei 180°
zu verschwinden. Fir eine aus groBer Entfernung angreifende Feder (¥ =0) gilt
niherungsweise M = - Lsin ¢ [C(x,, + L(1-cos¢))]. Die Vorspannung der Feder (F= x, - C)
sollte so gewihit werden, dal} das riicktreibende Moment fiir kleine Auslenkungen gleich
dem des Gravitationspendels ist.
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3. Die Experimente und ihre Deutung

3.1 Riicktreibendes Moment steigt linear mit der Auslenkung.

Wir beginnen mit einer schwachen Anregung, einem Kurbelarm von 1,5cm. Dann erhalten
wir die bekannte Resonanzkurve mit einem Maximum bei der Eigenfrequenz, die hier
f, = 0,87 Hz. betrigt. Verstirken wir die Anregung, Kurbelarm 3cm, erhalten wir ins-
gesamt groBere Amplituden, die in einem schmalen Frequenzbereich um die
Eigenfrequenz sehr groe Werte erreichen. Dieses scharfe Maximum - die Resonanz - ist
charakteristisch fiir erzwungene Schwingungen bei schwacher Dimpfung. Die Eigen-
frequenz ist bei linearem riicktreibendem Moment konstant und damit unabhingig von der
Amplitude. Jeder Anregungsfrequenz entspricht eine und nur eine Amplitude der erzwun-
genen Schwingung.

EIGENFREQUENZ
IBUW
150" Abb.6
Resonanzkurven fiir

2 1204 harmonischen Oszillator.
T} Riicktreibendes Moment linear
; . {(Anordnung Abb.2).
a 91 Untere Kurve: Kurbelarm 1,5 cm
E Obere Kurve: Kurbelarm 3 cm
& 60
%

307

T T — FREQUENZ / Hz

Bei der experimentellen Ermittlung der Resonanzkurve sowie bei allen folgenden
Versuchen sollte die Anregungfrequenz immer nur langsam gedndert werden und vor jeder
Messung mufl gewartet werden bis sich nach abklingenden Schwebungen der stationire
Zustand eingestellt hat.
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3.2 Riicktreibendes Drehmoment wird durch Nichtlinearitit verringert, Bistabilitit.

Wir beginnen mit dem Gravitationspendel und einer kleinen Anregung, Kurbelarm
r = lcm. Die Ausschlige bleiben im linearen Bereich und wir erhalten eine normale
Resonanzkurve, die ihr Maximum ebenfalls bei der Eigenfrequenz von 0,87Hz. erreicht.
Abbildung 7. Jetzt fragen wir uns, in welcher Weise die Eigenfrequenz von der Amplitude
abhingt, wenn die Ausschlige grofier werden, und wir in den linearen Bereich eindringen.
Qualitativ ist es leicht mdglich, hier Voraussagen zu machen. Das riicktreibende Moment
nimmt mit wachsenden Amplituden ab. Dies mufl zu einer Reduzierung der auf die
Ruhelage hin gerichteten Beschleunigungen fiithren und die Schwingungszeiten verlingern.
In Abbildung 7 zeigt die gestrichelte Kurve den Verlauf der Eigenfrequenz als Funktion
der Schwingungsamplitude. Bei kleinen Amplituden - senkrechter Anfang der Kurve -
haben wir eine konstante Eigenfrequenz. Mit wachsender Amplitude nimmt die Eigen-
frequenz ab und bei einer Amplitude von 180° geht die Eigenfrequenz gegen Null.

1804 AMPLITUDE / GRAD
1504 ~
N N Abb.7
N Resonanzkurve fiir Gravitationspendel
1203 N N bei kleinen Ausschligen. Kurbelarm 1 cm.
EIGENFREQUENZ \ Gestrichelt: Eigenfrequenz als
904 \ Fuhktion der Amplitude.
\
\
..‘ \
60 \
\
309 |
|
O . . 1
T h Y ra T ’6 T .18 T ‘1.0 T ‘1-2 FREQUENZ / Hz

Wenn wir annehmen, da die Resonanzkurve sich bei stirkeren Anregungen in der
Nachbarschaft dieser Kurve entwickeln wird, kommen wir zu der in der Abbildung 8 darge-
stellten Form. Hier tritt ein neues Phinomen auf, die Bistabilitit. In einem bestimmten
Frequenzintervall gibt es zu einer anregenden Frequenz drei Punkte auf der
Resonanzkurve. Das bedeutet, dafl wir bei einer derartigen Anregungsfrequenz nicht eine
sondern mehrere mogliche Schwingungsamplituden erwarten kénnen. Das ist in der Tat
der Fall und leicht zu beobachten. Bei einer Anregung mit dem Kurbelarm 3 ¢cm kann die
Resonanzkurve einmal mit niedrigen und einmal mit hohen Frequenzen beginnend auf-
genommen werden. Die Punkte in Abb.8 zeigen empirisch gemessene Werte. Wir
beobachten experimentell zwei Aste der Resonanzkurve. Von niedrigen Frequenzen aus-
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gehend schwingt das Pendel in Phase mit der Anregung. Bei wachsender Frequenz nimmt
die Amplitude zu bis zu einem Grenzwert, der bei etwa 0,67 Hz erreicht wird. Hier beginnt
eine angefachte Schwingung, die einen stabilen Zustand bei erheblich gréBerer Amplitude
erreicht. Dabei dndert sich auch die Phasenbeziehung, der Oszillator schwingt jetzt nahezu
in Gegenphase. Wird die Frequenz weiter erhoht, ergeben sich die weiter rechts liegenden
Mefpunkte. Beginnt man den Versuch mit hohen Frequenz, kommt man von rechts und
mit abnehmender Frequenz wachsen die Amplituden weiter an. Die Phasenbeziehung ist
immer ndherungsweise die Gegenphase zu der Anregung. Erst bei einer Frequenz von
etwa 4Hz wird die Schwingung plétzlich geddmpft und es stellt sich ein Schwingungsmodus
mit sehr geringer Amplitude ein. Wir sind wieder bei einer Schwingungsform, die in Phase
mit der Anregung ist. Dieser Ubergang zwischen zwei stabilen Schwingungsmoden wird ge-
legentlich jump-Effekt oder Sprung-Effekt genannt.

AMPLITUDE / GRAD
180 ~— EIGENFREQUENZ Abb.8
RN - Resonanzkurven fiir Gravitationspendel,
1504 R\ Bistabilitét
' A: Kurbelarm 1 cm
120 @ B: Kurbelarm 2 cm
Kleine Punkte: MeBwerte
GroBe Punkte: Anfang und Ende
90" 4 beim Ubergang zum neuen
Schwingungsmodus (Jump-effect)
60"
304

T a4 T s 7 8 ' 1o ' 12 FREQUENZ/Hz

Bemerkenswert ist hier als grundsitzlich neues Phiinomen, daB in einem bestimmten
Frequenzintervall bei gleicher Anregung zwei ganz unterschiedliche Moden fiir die ange-
regte Schwingung existieren konnen: Bistabilitdt. Genau dies ist sehr eindrucksvoll zu
beobachten, wenn zwei Pendel nebeneinander gleichartig angeregt werden und jedes fiir
sich Pendel in jeden Schwingungsmodus gebracht werden kann. Dazu geniigt es das Pendel
aus einer Auslenkung von 90° freizugeben. Es hidngt dann nur von der Phase ab, ob eine
angefachte oder eine geddmpfte Schwingung eintritt. Die dann jeweils zu einem stabilen
Schwingungsmodus fithrt. Will man die angefachte Schwingung erhalten, muB man das
Pendel in Gegenphase zur Anregung loslassen.
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Hier kann sehr eindriicklich demonstriert werden, daB3 bei nichtlinearen Phinomenen
bereits kleine Unterschiede in der Anfangsbedingung weitreichende und bleibende Folgen
haben konnen. Der punktlinierte Teil der Resonanzkurve ist instabil. Beobachtbar sind nur
die durchgezeichneten Aste der Kurve.

Als experimenteller Hinweis sei bemerkt, daB man bei den Versuchen die Frequenz immer
nur sehr langsam dndern darf, damit das Pendel jeweils praktisch im eingeschwungenen
Zustand verbleibt. Plotzliche Anderungen der Frequenz 16sen leicht einen jump-Effekt aus
und lassen das Pendel von einem Modus in den anderen springen. Um die Schwingung ge-
rade bei groBen Amplituden stabil zu erhalten, sollte man sorgfiltig auf Symmetrie der
Ausschldge achten. Korrekturen sind durch Verschieben des Pendels leicht méglich.

3.3 Riicktreibendes Moment wird durch Nichtlinearitit vergrofiert

Wird der Oszillator nicht als Gravitationspendel sondern in der in Abb.4 beschriebenen
Weise mit einer von unten angreifenden Feder betrieben, ergibt sich das in Abbildung 5
bereits dargestellte riicktreibende Moment. Bis zu Auslenkungen von etwa 25° kdnnen wir
das riicktreibende Moment als linear betrachten, bei geringer Amnregung,
Kurbelarm = lcm, erhalten wir die normale Resonanzkurve. Abb.9, Kurve A, untere
Kurve.

Im néchsten Bereich wichst jetzt das riicktreibende Moment mit einem Zusatzglied an, das
proportional zu + ¢3 angendhert werden kann. Die Spannung der Feder vergroBert sich.
Wir beginnen wieder mit Uberlegungen zur erwarteten Form der Abhingigkeit der
Eigenfrequenz von der Amplitude. Im Bereich groerer Amplituden steigt jetzt die riick-
treibende Kraft stirker an, was zu einer groBeren Beschleunigung in Richtung auf die
Ruhelageb fithrt. Die Schwingungsdauer wird reduziert, die Eigenfrequenz wird groBer, sie
ist in Abb.9 gestrichelt eingezeichmet. Mit starkerer Anregung - Kurbelradius gleich
r=2cm - ergibt sich eine Resonanzkurve, die wieder in der Nachbarschaft der die
Eigenfrequenz angebenden Kurve verlduft. Kurve B. '

AMPLITUDE / GRAD
1o Abb.9
Resonanzkurven
_ EIGENFREQUENZ , Anordnung Abb.4.
90 ! Nichtlinearer Fall.
1 Bistabilitit
60" 4 A: Kurbelarm 1cm

B: Kurbelarm 2¢cm

Y Gestrichelte Kurve:

307
Eigenfrequenz
X Kleine Punkte: MeBwerte
9% a4 ' &% T B8 ' 4o T 12 Grofle Punkte: Anfang
FREQUENZ / Hz und Ende beim Ubergang
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Wieder bekommen wir zwei experimentell bestimmbare Kurveniste. Die empirischen
Werte sind eingezeichnet. Um die Kurveniste zu bestimmen, wird von niedrigen, einmal
von hohen Frequenzen ausgehend die Frequenz variiert. Auch hier ergibt sich ein Bereich
der Bistabilitdt, in dem bei gleicher Anregung zwei verschiedenen Schwingungsmoden
existieren konnen. Im Bereich der Bistabilitét ist jetzt die Schwingungsform mit grofer
Amplitude nahezu in Phase mit der Anregung, wihrend die Schwingung mit kleiner
Amplitude nahezu in Gegenphase schwingt. Auch hier gilt, daB die Frequenz jeweils nur in
kleinen Schritten verdndert werden sollte, damit die Schwingung immer in der Néihe des
stationdren Zustandes bleibt. Auch hier ist der strichpunktierte Teil der Resonanzkurve in-
stabil und nicht beobachtbar.

3.4 Doppelt gekriimmte Resonanzkurve, Tristabilitit

Betrachten wir den Verlauf des riicktreibenden Momentes der von unten angreifenden
Federkraft tiber den gesamten Amplitudenbereich bis 180° (Abbildung S) so zeigt sich, da3
das riicktreibende Moment ab einer Auslenkung von etwa 110° abzufallen beginnt und bei
einer Auslenkung von 180° gegen Null geht. Wir fragen uns aufs neue nach dem Verlauf
der Eigenfrequenz. Bei Amplituden grofler als 120° steigt die Eigenfrequenz nicht weiter
an, sondern nimmt ab. Bei Amplituden groBer als 150° miiite sich das Verhalten der
Eigenfrequenz dhnlich entwickeln wie urspriinglich beim Gravitationspendel. Dies ent-
spricht einem doppelt gekriimmten Verlauf der Eigenfrequenz (Abb.10). Dement-
sprechend diirfen wir einen doppelt gekrimmten Verlauf der Resonanzkurve bei kleiner
Diampfung erwarten. Die daraus ableitbare Konsequenz ist, daB wir zwel
Frequenzbereiche mit Bistabilitdt und - als neues Phdnomen - schlielich einen schmalen
AMPLITUDE / GRAD

180 1 Abb.10

EIGENFREQUENZ - . _ .
- Doppelt gekriimmte

150 Resonanzkurve
Anordnung Abb.4.
Kurbelarm 3 cm.
120°7 Tristabilitit
Kleine Punkte: Mef3-
90" 1 werte
Grofle Punkte: Anfang
ool und Ende beim

v Ubergang zum neuen

Schwingungsmodus

3074 " (Jump-effect)

5 T ab s T s T T8 ' 2
FREQUENZ / Hz
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Fequenzbereich mit Tristabilitat erwarten. Abbildung 10 zeigt die bei einem Kurbelarm
von 3cm experimentell ermittelten Werte.

Die durchgezogenen Teile der Resonanzkurve entsprechen stabilen Schwingungen. Die
punktierten Abschnitte der Resonanzkurve sind instabil und somit nicht als stabile
Schwingungsform beobachtbar. Wir bekommen jetzt drei beobachtbare Abschnitte der
Resonanzkurve. Zunichst ergeben sich die zwei bekannten Aste, wenn wir von kleinen
bzw. groBen Frequenzen ausgehen. In einem vergleichsweise groen Frequenzintervall von
0,87 < f < 1,25Hz konnen wir einen dritten Schwingungsmodus beobachten. Er ist charak-
terisiert durch Amplituden, die groBer als 110° sind. Betrachten wir die Phasen, so finden
wir die Schwingungen in den Kurvenabschnitten b und ¢ praktisch beide in Gegenphase zur
Anregung. Sind zwei identische Pendel aufgebaut und gleichartig angeregt, so ldft sich
beobachten, daB sic mahezu in gleicher Phase aber mit drastisch unterschiedlichen
Amplituden schwingen. In einem kleineren Frequenzintervall (1,06 <f<1,16 Hz) lassen sich
bei gleicher Anregung drei stabile Schwingungsmoden gleicher Anregung beobachten.

3.4 Ubergang zu chaotischen Schwingungsformen

Steigert man die Anregung weiter, so werden Schwingungen chaotischen Charakters
moglich. Bei einem Kurbelradius von 7 cm ergeben sich sowohl im Bereich kleiner wie
groBer Frequenzen zunichst stabile angeregte Schwingungen. Hat man zwei Pendel auf-
gebaut, schwingen beide Pendel synchron, mit jetzt allerdings groSeren Amplituden.
Nihert man sich den in den vorhergehenden Versuchen untersuchten Bereichen, so er-
geben sich Amplituden, die sich 180° ndhern. Jetzt geniigen kleine Unsymmetrien um die
Pendel zum Uberschlag zu bringen. Danach setzen chaotische Schwingungsformen ein,
beide Pendel bewegen sich nicht mehr im Gleichtakt sondern vollig unkorreliert. Der
chaotische Zustand kann sowohl von niedrigen wie von héheren Frequenzen her kommend
erreicht werden. Faszinierend ist dabei zu beobachten, wie die Pendel zunichst im
Gleichtakt schwingen und wie dann mit dem ersten Uberschlag der Gleichtakt vollstindig
zerbricht und die Pendel sichtbar vollkommen unabhiingig voneinander schwingen.
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