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Jirgen Becker, Matthias Hegner

Eine Spielzeugautobahn (DARDA-Bahn) im Physikunterricht

1. Vorbemerkung

Spielzeuge konnen in vielen Fillen eine Bereicherung fiir den Physikunterricht dar-
stellen. Ein fiir den Mechanikunterricht in der 11. Klasse besonders geeignetes ,Spiel-
zeug” ist nach unserer Unterrichtserfahrung die sogenannte DARDA-Bahn (1], eine
Autorennbahn im Mafistab 160, die sich einmal durch die vielfaltigen Gestaltungs-
moglichkeiten der ,Rennbahn” und zum anderen durch den raffiniert konstruierten
Motor der Autos auszeichnet. Die DARDA-Bahn hat seit ihrem Erscheinen im Jahr
1975 grofle Verbreitung gefunden, was u.a. auf die besonderen Eigenschaften des
DARDA-Motors zuriickzufiihren ist. Es handelt sich um einen Federmotor mit einem
trickreichen Aufziehmechanismus. Der Motor wird durch einfaches Vor- und Zuriick-
schieben bei leichtem Druck auf den hinteren Teil des Autos aufgezogen. (Eine
detaillierte Beschreibung des Motors findet man z.B. in [2].)

Fir den Einsatz im Mechanikunterricht der 11. Klasse sprechen u.a. folgende Argu-
mente:

- Bei einem Spielzeug sind die Schiiler stirker motiviert. Sie konnen ihre eigene
Spielerfahrung in den Unterricht einbringen.

- Die phantastischen Fahrleistungen der Autos sind besonders iiberraschend. Wiir-
de man die Fahrleistung der Autos auf reale Verhaltnisse umrechnen, so ergabe
sich eine Maximalgeschwindigkeit von ca. 1000km/h und eine Beschleunigung von
0 auf 100km/h in 0.1s.

- Die Bahnelemente sind aus flexiblem Kunststoff hergestellt. Es lassen sich sowohl
in der Ebene als auch im Raum interessante Bahnkonfigurationen einfach ver-
wirklichen. Die Bahnelemente und Autos sind relativ preiswert, so da ihre An-
schaffung als Demonstrations- oder Schiileriibungsgerat leicht maglich ist.

Auch uns Lehrern hat der Einsatz der Bahn im Unterricht viel Spafi gemacht, was
sicher zum Unterrichtserfolg beigetragen hat.

Von den vielfaltigen Einsatzmoglichkeiten der DARDA-Bahn, die wir in unserem Unter-
richt erprobt haben, wird im folgenden exemplarisch iiber folgende Aspekte berichtet:

- Krafte bei einer Schleifenfahrt;

- Computersimulation zur Beriicksichtigung der Reibung bei einer Schleifenfahrt;

- Vergleich der Bewegung des DARDA-Autos mit der einer Kugel.



2. Die Schleifenbahn

2.1 Beschreibung des Versuchsaufbaus

Die von uns aus DARDA-Bahnelementen aufgebaute Schleifenbahn ist in Abb. 1 dar-
gestellt. Bei einer Verwendung im Unterricht empfiehlt es sich, die Startrampe (Bahn-
abschnitt AC) anf eine feste Holmmterlage 2n montieren, um zu gewahrleisten, daff die

Versuchsergebnisse reproduzierbar sind, der Neigungswinkel fest bleibt und ein Neuauf-
bau schnell erfolgen kann.

-
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Abb. 1b: Skizze der Schleifenbahn mit der abe der fir die Diskussion und die
Berechnungen wichligen GroBen und DBezeichnungen. Abmessungen der
Schleifenbahn: @ = CD = 0,15m, ;= 0,25&111; r = 0,115m; auf den
Schwerpunkt des Autos %amgen gilt: ry’ = 0,268m, r'= 0,103 m.

Die hiermit mogliche Schleifenfahrt zeichnet sich durch folgende ausgezeichnete Bahnab-
schnitte aus: vom Startpunkt A durchfihrt der Wagen zunichst eine schiefe Ebene



mit dem Steigungswinkel 0 bis zum Punkt B. Von B bis C ist die Bahn gekrimmt
mit dem Radius ry und geht in C in einen horizontal verlaufenden Abschnitt iber,
der bis zur Schleifeneinfahrt D reicht. Ahnlich wie im Abschnitt BC durchfahrt der
Wagen in der Schleife eine Bahn mit konstantem Radius - jedoch jetzt einen voll-
stindigen Kreis - bis er wieder zum Punkt D (H) kommt, um dann auf einem hori-
zontal verlaufenden Abschnitt bis J auszulaufen. Man erwartet, da dort, wo der
Krimmungsradius von einem unendlich groBen auf einen konstanten, endlichen Wert
springt, physikalisch interessante Beobachtungen moglich sind, wie in Kap. 3.3.2 und
3.3.3 gezeigt werden wird. Fir unsere Untersuchungen verwendeten wir zunachst ein
DARDA-Auto mit ausgebautem Motor, um die Reibungsverluste klein zu halten. Bei
diesem Auto liegt der Schwerpunkt 1,2cm oberhalb der Fahrbahn, so daf in den
Rechnungen die effektiven Bahnradien ry’ = 0,268 m und r = 0,103m einzusetzen
sind.

2.2 Qualitative Beschreibung der Krafte in der Schleifenbahn

Fir das Verstindnis der physikalischen Vorginge bei einer Schleifenfahrt ist vor al-
lem die Beantwortung der Frage nach der notwendigen Anfangsenergie und dem Ur-
sprung der Zentripetalkraft in der Schleife besonders wichtig.

Der Mindestwert fiir die Anfangsenergie ergibt sich aus der Bedingung, daf das Fahr-
zeug bei der Fahrt durch die Schleifenbahn gerade den Fahrbahnkontakt nicht ver-
liert. Diese Anfangsenergie kann iiber die Starthohe eingestellt werden, wobei ein
Start mit v,=0 vorausgesetzt ist. Mit ,Schleifenbahn-Bedingung” ist im folgenden der
Fall gekennzeichnet, bei dem unter der Bedingung v, = 0 die Starthohe gerade noch
eine Schleifenfahrt zulaft.

Unsere Betrachtungen erfolgen von einem Inertialsystem aus. Wir betonen dies, da
haufig bei Darstellungen zur Kreisbewegung ein unmotivierter Wechsel zwischen Inertial-
system und beschleunigtem System vorgenommen wird, der zu unnétigen und dem physi-
kalischen Verstindnis nicht dienenden Erschwernissen fiihrt.

Liegt eine Kreisbewegung vor, so ist die Frage nach dem Ursprung der Zentripetal-
kraft von besonderem Interesse. Bei der Schleifenfahrt verursacht der Wagen durch
seine Massentragheit eine elastische Verformung der Fahrbahn, die auf den Wagen
ibertragen wird. Der rubende Beobachter interpretiert die entsprechende Riickstell-
kraft des Bahnmaterials als die auf den Wagen wirkende Zentripetalkraft. Krafte, die
durch elastische Bahnverformungen auf das Fahrzeug ibertragen werden, wollen wir
im folgenden als ,Bahnkrafte” bezeichnen.

Im unteren Teil der Schleifenbahn ist die Bahnkraft durch die Summe aus der zur
Fahrbahn senkrechten Komponente der Gewichtskraft F.; (Normalkraft) und der Zen-
tripetalkraft F,., gegeben.

Im oberen Halbkreissegment der Schleifenbahn wirken dagegen die zur Fahrbahn sen-
krechte Komponente der Gewichtskraft FN und die Rickstellkraft der elastischen
Bahnverformung FB‘ Die notwendige Zentripetalkraft wird zum einen Teil von F
und zum anderen Teil durch die Bahnkraft F, aufgebracht, wobei Fg= F, p - Fy; gilt.



Die Zentripetalkraft ist in der oberen Halfte der Schleifenbahn wegen der dort gerin-
geren Geschwindigkeit des Wagens kleiner als in der unteren Halfte.

Fir den Fall einer reibungsfreien Bewegung kann man die zur Erfiillung der Schlei-
fenbahn-Bedingung notwendige Mindeststarthche und die Mindestgeschwindigkeit im
Scheitelpunkt der Schleifenbahn in Abhingigkeit vom Schleifenbahnradius angeben.
Ist die Schleifenbahn-Bedingung erfiillt, dann ist die Bahnkraft im Punkt F gleich
Null. In diesem Grenzfall liefert die Gewichtskraft gerade die notwendige Zentripe-
talkraft, und es gilt daher:

mg = mvp /r D
Zusammen mit dem Energieerhaltungssatzes fiir dieses System:

0,5mv% + mg2r = mgh )
erhilt man im Grenzfall fiir die Geschwindigkeit Vgrenz im Punkt F und fir die
Starthéhe b, .- Vigrenz = 8T baw. h_ ., = 25r. 3)

Aus diesen Gleichungen folgt unmittelbar, dal in jedem Punkt der Schleifenbahn
die Bedingung v2/r 2> g erfiillt sein mufl, damit das Fahrzeug den Fahrbahnkontakt nicht
verliert. Fir die in Abb. 1 gezeigte Schleifenbahnanordnung ergibt sich im Punkt F im
Grenzfall eine Mindestgeschwindigkeit von VFgrenz = 1,0m/s und unter Voraussetzung
einer reibungsfreien Bewegung eine Mindeststarthche von hgmnz= 25,8cm.

Uberraschend ist, daB der Startpunkt A hoher als der Schleifenbahnpunkt F liegen
mufl (vgl. Abb. 1b), damit die Schleifenbahn-Bedingung erfiillt ist. Dies liegt daran,
da8 einmal die unvermeidlichen Reibungsverluste beriicksichtigt werden miissen und
zum andern, daf der Punkt A immer - auch ohne Reibunsverluste - hoher als der
Punkt F liegen muf, da sonst die Geschwindigkeit im Punkt F Null ware und das

Auto vorzeitig herunterfallen wiirde.

2.3 Die DARDA-Doppelschleife

Bisher haben wir die Reibung vernachlassigt. Zur Demonstration der Bedeutung der
Reibung haben wir die aus DARDA-Elementen bestehende, in Abb. 2 gezeigte Dop-
pelschleifenbahn verwendet. Die Bahnkonfiguration besteht aus einer horizontalen,
ovalen Rennbahn, bei der in einem Geradenstiick zwei aufeinanderfolgende Schleifen
S1 und S2 mit unterschiedlichen Kriimmungsradien eingebaut sind. Zusatzlich sind in
Abb. 2 drei Startpunkte A, A’ und B markiert. Die Pfeile deuten die im Experiment
gewahlten Startrichtungen an. A und B sind so gewihlt, dafl bei der vorgegebenen
Fahrtrichtung der bis zur Einfahrt in die jeweilige Schleife zuriickgelegte Weg (ca. 2m)
und damit die erreichte Geschwindigkeit gleich sind. A’ liegt auf einem Geradenstiick,
das, wie in Abb. 2 angedeutet, noch nachtriglich eingebaut werden kann. Der Ab-
stand zwischen A’ und der Schleifeneinfahrt von Sl betragt ca. 4m. Ein von A ge-
starteter Wagen durchfihrt zunachst das Steilstick der Schleife S1 mit grofiem
Kriimmungsradius, der bei B gestartete zuerst die Schleife S2 mit kleinerem Kriim-
mungsradius. Die Wegstrecke vom Startpunkt A bis zum Scheitelpunkt von S1 (hochster
Punkt der Bahn) ist kiirzer als die Wegstrecke von B bis zum Scheitelpunkt von Sl.

Beriicksichtigt man Reibungsverluste, so ist zu erwarten, da fiir einen im Punkt A



gestarteten Wagen (kiirzere Wegstrecke) die Energie eher ausreicht, den Scheitelpunkt
von Sl zu erreichen, als fiir den in B (lingere Wegstrecke) gestarteten Wagen. Uber-
raschend ist, dafi das Experiment diese Erwartung nicht erfiillt. Der in A gestartete
Wagen - jetzt mit eingebautem Motor - fillt im oberen Bereich der zuerst durchfah-
renen Schleife S1 aus der Bahn, wahrend der in B gestartete beide Schleifen voll-

Abb. 2: Fotografie der DARDA-Bahn mit Doppelschleife

Iiese Beobachtungen stehen scheinbar im Widerspruch dazu, dafi die Hubarbeit bei
Vernachlassigung der Reibung wegunabhangig ist. Beriicksichtigt man die Reibung, so
ist die [ubarbeit zwar wegabhangig, die Reibung sollte sich jedoch auf dem kurzeren
Weg weniger stark bemerkbar machen.

Dieser scheinhare Widersprmch hat seine Ursache darin, daf die Spannenergie der Fe-
der erst nach ca. 4m vollstindig abgegeben worden ist. Bis sur Einfahrt in die jewei-
lige Schleife hat der Wagen erst ca. 2m zuriickgelegt, so dafi der Wagen in der
Schleife immer noch beschleunigt wird. Dabei ist zu beachten, dai der Wirkungsgrad
fir die Umwandlung von Spannenergie in Bewegungsenergie wesentlich durch die
Haftreibung der Rader auf der Bahn bestimmt wird. Bei dieser Encrgicumwandlung
spielt offensichilich die Reihenfolge beim Durchfahren der Schleifen eine Rolle. Im
Steilstiick von S1 ist der Kriitmmungsradins griBer als in S2. Daher ist die Dahnkraft
und somit die Haftreibung in S1 kleiner als in 52. Dem in B startenden, suerst durch
S2 fahrenden Wagen kann somit auf seinem Weg mehr Energie zugefiihrt als dem in
A startenden, zuerst durch Sl fahrenden Wagen. Der Versuch zeigt, daf die von A
aus erreichte Geschwindigkeit beim Durchfahren von S1 fiir die Erfillung der Schlei-
fenbahnbedingung nicht aussreicht, so dal er herunterfallt.

Die Bedeutung der Haftreibung heim Antrieb (Energieiibertragung) eines Autos kann



im Fall der Fahrt eines Autos auf schneeglatter Strafe verdeutlicht werden. Besitzt
das Auto einen Frontmotor mit Hinterradantrieb, so wird wird empfohlen, durch eine
Zusatzladung (Sandsack) im Kofferraum den Andruck und damit die Haftreibung zu
erhéhen.

Zur experimentellen Bestatigung obiger Uberlegungen wird in einem zweiten Versuch
dem DARDA-Auto eine geniigend lange, geradlinige Strecke vor der Einfahrt in das
Steilstiick S1 zur Verfiigung gestellt. Hierzu wird die Bahn aufgetrennt und in Richtung
A’ ein Geradenabschnitt der Linge 4m eingefigt. Startet man jetzt bei A’) so durch-
fahrt das Auto die Schleifen der Reihenfolge S1, S2 beide Schleifen auch vollstindig.

3. Simulation der Schleifenfahrt auf einem Computer

Eine mathematische Beschreibung der Schleifenfahrt erlaubt Vorhersagen tber die fiir
die Bewegung charakteristischen Groflen. Die Reibung spielt bei der Schleifenfahrt eine
wichtige Rolle. Thre Einbeziehung in die Beschreibung fithrt jedoch zu analytisch nicht
geschlossen losbaren Ausdriicken. Der Grund hierfir ist, dafl die Bahnkraft in der Schlei-
fe sowohl von der Geschwindigkeit (Zentripetalkraft) als auch vom Ort (Gravitation)
abhangt. Um dennoch Vorhersagen treffen zu kénnen, haben wir die Schleifenfahrt
nach Abb. 1 auf einem Rechner simuliert. Fiir die Simulation wurde ein DARDA-Au-
to mit ausgebautem Motor vorausgesetzt, fir das in guter Naherung angenommen

Abb. 3: Skizze zur Veranscha.uhchung der in der Simulation verwendeten Groiflen.
Fp: Hangabtriebskraft, Fyy: Normalkraft, G: Gewichtskraft F,.
Es gilt: hy = rsing und h, = rsin(p+ A(ﬁ), Nullpunkt von ¢ gemaﬁ Gl (4);
h, und h, sind auf die Honzontale GE bezogen



werden kann, daB der Luftwiderstand und die Rotationsenergie der Rader vernach-
lassigbar sind und da der Rollreibungskoeffizient langs der Bahn konstant ist. Die
Starthohe ist jeweils so gewahlt, da die Schleifenbahn-Bedingung erfiillt ist.

3.1 Kriftezerlegung an einer beliebigen Stelle der Schleifenbahn

Die Simulation der Fahrt durch die kreisformige Schleife wird durch die Verwendung
von Polarkoordinaten besonders einfach. Fir den Winkel @, der den Ort des Autos in
der Schleife angibt, wurde folgende, in Abb. 3 erlduterte Zuordnung zu den einge-
zeichneten Bahnpunkten getroffen:

¢p =— 90°, P = 0°, Pp= 90°, ?Pc =180°, g = 270°. 4)
Diese Wahl des Nullpunktes und der Zahlrichtung hat den Vorteil, daB fiir die senk-
recht auf das Fahrzeug wirkende Bahnkraft Fg in jedem Bahnpunkt gilt:

z -
FB= FZP_ FN= m (Tv - gsmgO) ()

und da8 sich fiir F_ in der oberen bzw. unteren Loopinghélfte automatisch das richtige
Vorzeichen ergibt. Die Hohenangaben werden auf die Horizontale GE bezogen.

3.2 Beschreibung des Algorithmus fiir die Simulation

Der Simulation liegt folgende Idee zugrunde. Die Zeit, wahrend der die Bewegung
ablauft, zerlegt man in einzelne Intervalle At und berechnet hierfiir die charakteristi-
schen Groflen der Bewegung, die dann als Anfangswerte fir das darauffolgende In-
tervall dienen. Der Zeitschritt At mufi so klein gewahlt werden, dafl im Intervall die
Kriimmung naherungsweise konstant ist und daff der im Intervall zuriickgelegte Weg
As bzw. der iiberstrichene Winkel A9 durch As = v; At und AQ = (v;/r)At in guter Na-
herung gelten, wobei v, die Geschwindigkeit bei Eintritt in das Intervall darstellt.
Fir At = 0,001s waren diese Annahmen gut erfiillt. Innerhalb des Zeitintervalls wird
dann die Reibungsarbeit W, verrichtet:

Wi = E; 88 = uFgas = uFg A9, (6)
und man erhdlt am Ende des Zeitintervalls die kinetische Energie:
Wiing = Wiin1™ W= Whyp i mit Wy = mglhy—hy) (7)

Daraus lafit sich die Geschwindigkeit v, am Ende des betrachteten Zeitintervalls At
berechnen, mit der im darauffolgenden Zeitintervall die Rechnung wieder begonnen
wird. Mit der im jeweiligen Intervall erreichten Geschwindigkeit, dem zugehérigen
Winkel ¢ und der Bahnkraft 1afit sich mit Glg. (5) die Radialbeschleunigung in dem

Intervall angeben:
a(p) = Fp/m = v/r — gsing ®)

Insgesamt erhalt man mit diesem Iterationsverfahren nach dem Durchlaufen samtli-
cher Zeitintervalle die fir die Bewegung charakteristischen Groflen als Funktion des
Ortes und der Zeit. Als Anfangsbedingung wurde festgelegt, da der Wagen gerade
die Schleifenbahnbedingung erfiillt (Glg. (1)). Daraus ergibt sich die Anfangsgeschwin-
dikeit fiir den ersten Iterationsschritt.

Der letzte noch unbekannte Parameter in der Rechnung ist der Wert des Reibungs-
koeffizienten y auf ebener Strecke. Dieser wurde durch einen Ausrollversuch experi-



mentell bestimmt. Hierzu wird das Auto aus der Hohe h auf einer Bahn wie in Abb. 1
- allerdings ohne Schleife - zunachst beschleunigt und auf dem horizontalen Abschnitt
rollt es bis zum Stehen aus. Aus der Hohe h und der horizontal verlaufenden Weg-
strecke kann dann der Reibungskoeffizient bestimmt werden. Ahnlich geht man auch
in der Automobilindustrie vor. Wir erhielten bei einer Starthéhe h=12cm einen mitt-
leren Ausrollweg von 240cm, was einem Wert y = 0.05 entspricht.

3.3 Ergebnisse der Computersimulation

3.3.1 Zum Reibungskoeffizienten

Mit Hilfe der Simulation ist es mdglich, den Reibungskoeffizienten y an reale Me8-
daten fiir die Geschwindigkeit anzupassen. Hierfiir wurde in den Punkten D und H
die Geschwindigkeit des Wagens fiir verschiedene Starthéhen gemessen. Die beste
Ubereinstimmung ergab sich fiir y = 0,055. Die Abweichung vom gemessenen Rei-
bungskoeffizienten liegt innerhalb des Mefifehlers.

3.3.2 Zu den Komponenten in Bewegungsrichtung
In Abb. 4 und Tabelle 1 sind das t-v-Diagramm und die Geschwindigkeitswerte fiir die
Punkte der Bahn gemafl Abb. 1 angegeben, wie sie aus der Simulation erhalten wurden.
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Abb. 4: t-v-Diagramm als Egebnis der Computersimulation fiir die in Abb. 1 gezeigte
Bahn (Punkt A bis H). --- : v(t) ohne Reibung (Start bei A; h)(I = 0,258 m);
—: v(t) mit Reibung (Start bei A, hy = 0,378 m); Start jeweils fiir t=0.

tins v inm/s
A 0,00 0,00
B 0,39 2,38
C 0,47 2,52
D 0,53 2,49 Starthohe: hy = 0,378 m
E 0,60 1,79
F 0,73 1,01
H 0,95 2,02

Tab. 1: Zeit und Geschwindigkeit fiir die Bahnpunkte in Abb. 1.



Besonders interessant sind die Werte fiir die Punkte B, C und D, da hier- wie vorher
erwahnt - abrupt zusatzlich die Zentripetalkraft wirksam wird. Zunachst erwartet
man, dafl hiervon die Komponenten in Bewegungsrichtung nicht betroffen sind. Es
zeigt sich, dafl diese Vermutung nur bedingt richtig ist. Im einzelnen ergeben sich
folgende Fakten:

Die langs der Schleifenbahn auftretende maximale Geschwindigkeit ist im Fall mit
Reibung grofler als im Fall ohne Reibung. Dies liegt daran, daB zur Einhaltung der
Schleifenbahn-Bedingung im Fall mit Reibung aus einer grofleren Hohe gestartet
werden muf als im Fall ohne Reibung.
Fiir die Beschleunigung auf der Startrampe im Bahnabschnitt AB gilt:

a = gsinu—ugcosa = 6,1m/s2 9)

- Im gekrimmten Bahnabschnitt BC nimmt die Beschleunigung bis auf den Wert Null

ab. Die Ursache hierfiir ist einmal die mit dem kleiner werdenden Neigungswinkel o
einhergehende Abnahme der Hangabtriebskraft. Zum anderen nimmt die Reibungs-
kraft in diesem Bahnabschnitt zu, da aufgrund der Kriimmung die Bahnkraft wirk-
sam wird. Fir die Beschleunigung im Punkt B bzw. C erhilt man:

ag ¢ = gsina — u(g cosa +VB2,C /to ); (10)
mit 0=42° bzw. 0=0 ist dann: ag = 5,1m/s? bzw. ag = —1,8m/s2 .
Das Diagramm in Abb. 4 bestitigt, dafl bereits vor Erreichen des Punktes C die
Reibungskraft grofiler als die Hangabtriebskraft wird, wodurch bereits eine Verzoge-
rung eintritt. Ferner stellt man fest, da ohne Einfluff der Reibung die Beschleuni-
gung bis zum Punkt C stets positiv ist.
Die Bewegung im horizontal verlaufenden Bahnabschnitt CD ist konstant verzogert
mit a = — ug = — 0,55 m/s2 Unter Vernachlissigung der Reibung wiirde sich das
Auto mit konstanter Geschwindigkeit bewegen.
Beim Passieren des Punktes D (Einfahrt in die Schleife) nimmt die Geschwindigkeit
stark ab. Fir die Verzogerung a,y im Punkt D gilt mit Tab. 1:

ap =—ug+vs /r) =—39 mfs? (1)
Der Verlauf der Beschleunigung in Bewegungsrichtung weist in den Punkten B, C
und D Unstetigkeitsstellen auf, wie aus dem Vergleich der jeweiligen Beschleuni-
gung direkt vor und hinter dem betreffenden Punkt ersichtlich ist:

Aag = gsina - p(gcosa + vg /ry) - (gsina - ugcos«)

= —qu vg/r’0= —12 m/s?, (12)
Aan= —u vg [Ty = —1,3m/s®> und (13)
Aap =—u (g + v% /r) —(—ug) =— uv% /r’ = — 34m/s2 (14)

Die Unstetigkeitsstellen treten auf, weil an diesen Stellen ein Sprung von einem
unendlichen Kriimmungsradius auf einen endlichen, konstanten Wert - oder umge-
kehrt - auftritt. Zunachst iberrascht dieses Ergebnis, da in Bewegungsrichtung der
Einflufl der Radialkrift nicht bemerkbar sein sollte. Allerdings zeigen Glg. (12) -
(13) , da der Sprung nur dann auftritt und sichtbar wird, wenn die Reibung be-
ricksichtigt wird und y geniigend grof ist.



- Im Punkt F ergibt sich die in Kap. 2.2. berechnete Geschwindigkeit von v = 1,0 m/s
- Fir die Energie in den einzelnen Punkten erhilt man fir das DARDA-Auto (ohne
Motor, m=31g) folgende Werte:

P Eges AE
A: E=mg =115,0-103J
o AE = 18,9 -1073]
D: E=05mv = 9,110°]
AE = 17,6 10737

F: E = mg2r+ 0,5mv; =178,5103 ]
H E=05 mvl?I =632-1037

Tab. 2: Eyqq: Gesamtenergie des DARDA-Autos in den angegebenen Bahnpunkten P.
E: durch Reibung bedingter Energieverlust .

AE = 15,3-103]

Fiir einen vollstandigen Bahndurchlauf ergibt sich fiir den durch Reibung entstan-
denen Energieverlust AEges = 51,8-1073J; dies sind 45% der Anfangsenergie.

3.3.3 Zur Radialbeschleunigung in der Schleifenbahn

Im Rahmen der Simulation ist die Berechnung der Radialbeschleunigung a (¢) von
besonderem Interesse, da jeder die Ergebnisse als Fahrgast in einer Achterbahn durch
gein eigenes Fahrerlebnis ,iberpriiffen” kann. In Abb. 5 ist der so erhaltene Verlauf
fiir a() bereits umgerechnet in a_(s) angegeben, wobei s den jeweils auf den Start-
punkt bezogene, zuriickgelegte Weg darstellt. Wir wahlten diese Darstellung, da sie
fir die folgende Betrachtungen gunstiger ist.
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Abb. 5: Beschleunigung a, in Abhingigkeit vom insgesamt zuriickgelegten Weg s.
: mit Reibung ----—----: ohne Reibung (sonst wie in Abb. 4)

Der in Abb. 5 dargestellte Verlauf der Radialbeschleunigung zeigt in den Bahnpunk-
ten D und H ein unstetiges Verhalten, das sowohl im Fall mit Reibung als auch im



Fall ohne Reibung vorhanden ist, jedoch unterschiedlich stark auftritt. Im Punkt D
springt die Radialbeschleunigung von g auf 7g und in H von 5g zurick auf g Zwi-
schen den Punkten D und H andert sich a(s) dagegen stetig. Zur Einhaltung der
Schleifenbahn-Bedingung ist im Fall mit Reibung eine goBlere Starthohe nétig, was zu
einem langeren Weg s bis zum Erreichen der Schleifeneinfahrt fiihrt als im Fall ohne
Reibung. Dies macht sich in Abb. 5 durch eine Verschiebung der Punkte D, F und H
bemerkbar. Unter den gegebenen Anfangsbedingungen gilt im reibungsfreien Fall
a{¢) = 3g(1 - sinP ). Dies entspricht dem gestrichelten Kurvenverlauf. Hierfiir ist das
Diagramm in Abb. 5 unabhingig von den Bahnabmessungen und gilt sowohl fiir die
DARDA-Bahn als auch fir eine Jahrmarktsachterbahn.

Die Spriinge im Verlauf von a_(s) sind wie im Fall 3.3.2 auf das abrupte ,Ein- bzw.
Ausschalten” der konstanten Zentripetalkraft im Punkt D bzw. H zuriickzufilhren. Im
Fall der Radialkomponente sind die Spriinge jedoch wesentlich grofer als im Fall der
Beschleunigungskomponente in Bewegungsrichtung (Kap. 3.3.2). Derartig rasche und
ungewohnlich groBe Wechsel der Beschleunigung waren fiir den ,untrainierten” Fahr-
gast einer Achterbahn sehr unangenehm und sind ihm nicht zuzumuten. Allerdings
sind sie fiir den Blutkreislauf nach [6] noch nicht lebensgefahrlich.

Wie muf nun eine Achterbahn konstruiert sein, damit die oben beschriebenen Spriin-
ge der Radialbeschleunigung gemindert werden und dennoch die Schleifendurchfahrt
mit einem ,angenehmen” Sensationsgefithl moglich wird? Die Losung des Problems
besteht darin, die Bahn so zu formen, da der Verlauf der Radialbeschleunigung keine
Unstetigkeitsstellen mehr aufweist. Dies erreicht man durch den Trick, den Kriim-
mungsradius vom Einfahrtspunkt der Schleifenbahn bis zum Scheitelpunkt von einem
unendlich grofen Wert auf den passenden, endlichen Wert kontinuierlich abnehmen
zu lassen.

Gekrimmte Kurven mit veranderlichem Krimmungsradius wurden bereits von Euler
genauer mathematisch untersucht. Eine von ihnen ist die sogenannte Klothoide, eine
Spiralkurve, deren Krimmungsradius umgekehrt proportional zur Bogenlinge ab-
nimmt (vgl. z.B. [5] ).

Abb. 6 belegt, daB dieser Trick in der Praxis beim Bau von Achterbahnen berick-
sichtigt wird. Es handelt sich um die Verkleinerung (ca. 4-fach) einer Konstruktions-
zeichnung fiir eine Jahrmarktsachterbahn. Die Zeichnung wurde uns freundlicherweise
von dem fiir den Bau verantwortlichen Ingenieurbiiro [8] zur Verfiigung gestellt. Es
fallt auf, dafl die Bahn im auf- und absteigenden Ast aus zwei gleichartigen Klothoi-
denabschnitten und im oberen Teil aus einem Kreisbogensegment besteht.

Das Problem des abrupten ,Einschaltens” der Zentripetalkraft tritt im Straflenverkehr
beim Einfahren in ein Kurve auf. Auch hier werden Kurven dadurch ,entscharft”, da
der obige Trick mit der Klothoidenform bei der Auslegung der Kurven angewendet wird.
Dies lafit sich auf Luftaufnahmen von Autobahnkreuzen deutlich erkennen.

Die Simulation wurde auch fir eine Schleife mit den Klothoidendsten gemafi Abb. 6
mit folgenden Daten und Festsetzungen durchgefiihrt: Die Gesamthohe der Schleife
mit Klothoidenasten betrug 0,206m und wurde gleich der Gesamthdhe der kreisformi-
gen Schleife gewahlt, um die Ergebnisse fiir beide Schleifen leichter vergleichen zu
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kénnen. Der Ubergang zwischen Klothoidenabschnitt und Kreissegment im oberen Teil
erfolgt dort, wo die Steigung der Tangente an die Klothoide den Wert T = 104,3° bzw.
T = 255,7° betragt (s. Abb. 6). Im ibrigen wurde der Rest der Bahn so belassen, wie
sie in Abb. 1b dargestellt ist.
Zur mathematischen Beschreibung der Klothoidenabschnitte wurden in der Simulation
folgende, in Formelsammlungen zu findende Kenngréfien benutzt (s. [5], [8]):
0 o — [ 1 _ 13 15_17}
L=A%R; 1=1%@2A% R=A//21 ;Y =A/2 { 3 3w mar 7ias) W)
R: Bahnradius.
L: Linge des Klothoidenabschnitts vom Punkt mit Bahnradius o bis zum
Punkt mit Bahnradius R.
T:  Steigung der Tangente im Punkt P der Klothoide.
AZ: Proportionalitatsfaktor zwischen L und R (A2 = 0,0272 fir die
gegebenen Abmessungen).
Y: Hohe des zu T gehérenden Klothoidenstiicks.
Die Hohe wird von dem Punkt aus gemessen, fiir den T = 0.
Fiir den durch die Bahndaten festgelegten Wert von A2 ergibt sich fiir den Radius des
Kreissegments im oberen Teil der Schleifenbahn r’ = 0,068m. Im Fall der kreisférmigen
Schleifenbahn ist r’ = 0,103m. Hieraus folgt, daf bei der Schleifenbahn mit Klothoiden-
abschnitten bereits eine geringere Geschwindigkeit und damit eine geringere Starthohe
ausreicht, um bei sonst gleichen Parametern die Schleifenbahn-Bedingung zu erfiillen,
als im Fall der kreisférmigen Schleifenbahn. Dies ist ein weiterer Vorteil der Klothoiden-
form. Die Simulation liefert fir die neue Starhohe den Wert 0,249m - fir die kreisfor-
mige Schleifenbahn betragt er 0,258 m.
Ferner liefert die Simulation im Fall mit Reibung fiir a (s) den in Abb. 7 dargestell-
ten Verlauf, wobei s wieder auf den Startpunk A bezogen ist. Man erkennt, dafi der
Einbau der Klothoidenédste den gewiinschten Erfolg zeigt. Ausgehend von a (s) = g im
Abschnitt CD steigt a (s) nach dem Passieren von D jetzt stetig an. Insgesamt an-
dert sich die Beschleunigung maximal nur noch um 4g.
Unter Beriicksichtigung der Reibung liefert die Simulation fiir die Klothoidenbahn eine
Starthéhe von hy= 0,371 m. Relativ zur Anfangsenergie betrigt der Reibungsverlust
39,8% (fiir © = 0,055). Er ist damit kleiner als im Fall der kreisférmigen Schleifenbahn,
bei der der Verlust 45% betragt (Starthéhe hy = 0,378m). Der Betrieb einer Achterbahn
mit Klothoidenasten sollte daher insgesamt wirtschaftlicher sein.
Ein weiterer Vorteil der DARDA-Bahn besteht darin, auch angenahert Klothoidenab-
schnitte nachbilden zu kénnen und damit die Vorhersagen der Simulation tberpriifen
zu konnen. Hierzu ist ein Mefiverfahren, wie es das ORVICO-System [9] darstellt,
bestens geeignet. Mit einer Fernsehkamera wird bei diesem Verfahren ein an dem Auto
befestigter heller Punkt aufgezeichnet, und mit einem Computer konnen die jeweiligen
Ortskoordinaten des Punktes bei einer geeigneten Auswertung des Fernsehbildes be-
stimmt werden. Man erhilt so alle fiir die Bewegung relevanten Daten. Wir planen ents-

prechende Messungen durchzufithren.
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Abb. 7: as) fiir eine durch den Einbau von Klothoidenasten modifizierte Schleife ge-
maf Abb. 6. fiir den Fall mit Reibung; Bezeichnungen wie in Abb. 5.

4. Einflufl der Rotationsenergie auf die Bewegung

Von Interesse ist die Frage, ob sich die Bewegung eines DARDA-Autos auf eienr
schiefen Ebene von der einer Kugel unterscheidet. Zur Untersuchung dieser Frage ist
die Anordnung nach Abb. 1 gut geeignet, da einmal wegen der relativ grofien Breite
der Bahn Kugeln mit unterschiedlichem Radius verwendet werden kénnen, ohne da8
sich die Rollbedingung andert und zum anderen, da mit der Schleife sofort die bei ge-
gebener Starthche erreichte Geschwindigkeit qualitativ abgeschatzt werden kann. Man
lafit z.B. den Wagen aus der Hohe hy = 0,258cm starten, fiir die gerade die Schleifen-
bahn-Bedingung erfiillt ist, und untersucht, ob die Kugel (z.B. R=0,8cm) bei gleicher
Starthohe die Schleife durchfiahrt, oder in welcher Richtung man gegebenfalls die
Starthohe zum Erreichen der Schleifenbahn-Bedingung verschieben musf.
Wir stellten fest, da h, fir die Kugel nicht ausreicht. Sie fillt vor Erreichen des
hohsten Schleifenbahnpunktes aus der Bahn.
Diese zunachst iiberraschende Beobachtung kann mit der folgenden Abschitzung ge-
deutet werden, wobei angenommen wird, dafi die Rollreibung vernachlissigt werden
kann und daB die Rollbedingung auf der gesamten Bahn erfiillt ist. Diese Annahmen
sind nach [7] zwar nicht realistisch, sie erlauben jedoch eine untere Abschatzung fir die
erreichte Geschwindigkeit. Hierzu wird die kinetische Energie der Kugel aufgeteilt in:
Translationsenergie: W, = 0,5mv?2 und Rotationsenergie: W .=051 w2
Aus der Rollbedingung v = R0® und der Formel fiir das Trigheitsmoment einer Ku-
gel J = 0,4mR ergibt sich fir die Rotationsenergie: Emt= 0,2mv2. Der Energieerhal-
tungssatz kann daher in folgender Form geschrieben werden:

mghy = mg2(r - R) +0,5mv2F +O,2va2

- ghy = g20-R)+07v7 (15)

(hg: notwendige Starthéhe fiir die Kugel zur Erfiillung der Schleifenbahnbedingung).
Die Schleifenbahn-Bedingung liefert: VF2, = g (r — R). Somit erhilt man:



h, =27 - R) =27(11,5cm - 0,8cm) = 0,289m,
was die Beobachtung bestatigt. Verwendet man an Stelle der kleinen Stahlkugel eine
Kugel mit einem Radius von z.B. R = 2,3cm, so durchliuft diese Kugel die Schleifen-
bahn aus einer geringeren Starthohe ohne den Kontakt zur Fahrbahn zu verlieren.
Mit der Anordnung nach Abb. 1 kann somit der Einfluf des effektiven Bahnradius
(r - R) auf die Bewegung eindrucksvoll demonstriert werden.

5. Zusammenfassung

Es wurde am Beispiel der Schleifenfahrt gezeigt, daf die DARDA-Bahn nicht nur einen
hohen spielerischen Wert besitzt, sondern da8 sie sich auch zur Behandlung verschiedener
Teilgebiete der Mechanik, wie zB. Energieerhaltung, Reibung, Kreisbewegung und Ro-
tation, eignet. Durch die Flexibilitdt im Aufbau und durch die Verbreitung bei Schiilern
kann sie Ausgangspunkt fiir eigene Forschungen zur Bewegungslehre darstellen.

Die vorgestellten Ideen wurden im Physikunterricht der 11. Jahrgangsstufe am Gym-
nasium erprobt. Einzelne Aspekte konnen auch — zumindest auf einem qualitativen An-
spruchsniveau — in der Mittelstufe des Gymnasiums und an der Realschule behandelt
werden.

Bei aller Begeisterung, die wir beim Einsatz der DARDA-Bahn spiirten, mochten wir
jedoch davon abraten, die Bewegungslehre nur noch mit der DARDA-Bahn durchzu-
fiihren. Auch hier sollte die Maxime gelten, da Versuchsanordnungen, die in mehr
als zwei aufeinanderfolgenden Stunden eingesetzt werden, zur Langeweile fithren kon-
nen, auch wenn es sich um ein anfanglich so interessantes Versuchsgerat handelt.
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