










punkt des Diagramms, d.h. die Geschwindigkeit und die Auslenkung sind Null. Dieser Endpunkt der

Phasenbahn im Zentrum des Koordinatensystems im Phasenraum wird als Punkt-Attraktor bezeichnet. (Da er

das System anzuziehen scheint.) Im Falle des Pendels mit dem nichtlinearen Kraftgesetz in Abb. 4b (siehe

auch [14]) wird sich im chaotischen Bereich bei Aulhebung der Dämpfung eine Phasenbahn abzeichnen, die

nicht geschlossen ist und die immer wieder abweichend von vorherigen Bahnen nur in einem bestimmten

Auslenkungs- und Geschwindigkeitsbereich erfolgt. Wegen seines seltsamen verwickelten Aussehens wird eine

solche Phasenbahn auch als seltsamer Attraktor oder chaotischer Attraktor bezeichnet. Während die

Phasenbahnen m Abb. 4a geometrische Gebilde der Dimension l (Linien) sind, haben wir es bei dem

seltsamen Attraktor mit einer neuen Art von geometrischem Gebilde zu tun. Es handelt sich gewissermaßen

um ein Mittelding zwischen Linie und flächenmäßigcr Erfüllung, (letztere dann, wenn die Fläche , die im x-v-

Diagramm von dem Attraktor eingenommen wird, vollständig verschmiert ausgefüllt wäre). Es liegt ein

Gebilde mit einer Dimension zwischen l und 2 vor, die als gebrochener Wert wie z.B. 1.35 ausgedrückt wird.

Daher spricht man von fraktaler Dimension. Die Phasenbahn im chaotischen Bereich eines Systems kann

langfristig nicht vorhergesagt werden. Die iraktale Geometrie bietet jedoch eine Möglichkeit, mit Hilfe von

solchen seltsamen Attraktoren, die ja die zukünftige Entwicklung des Systems beschreiben, wenn auch keine

streng deterministischen so doch wenigstens globale Aussagen machen zu können.

Ein schon fast klassisch gewordenes Beispiel für ein Fraktal ist die Küstenlinie einer Insel, etwa diejenige von

England (siehe auch [15]). Man wird sehr schnell feststellen, daß die Länge der Küstenlinie entscheidend

davon abhängt, mit welchem Maßstab man die Messung vornimmt. Sehr deutlich wird das Problem, wenn man

z.B. auf einer Weltkarte im Maßstab l : 10.000.000 die Küste Großbritanniens mit einem Zentimetermaß

durch Anlegen ausmißt und dieses Ergebnis vergleicht mit einer Messung auf der Grundlage einer Landkarte,

die Tischgröße hat. Man kann sich unschwer vorstellen, daß bei zunehmender Verfeinerung über das Ab-

———____________________ schreiten der Küstenlinie mit einem Meßrad bis hinunter zu

Aus- und Einbuchtungen von der Größe von Steinen bzw.

Sandkörnern, die Küstenlinie immer länger wird. Nun sind in

der Natur der Verfeinerung der Messung durch die "Körnigkeit"

der Materie Grenzen gesetzt. Nehmen wir jedoch z.B. die

sogenannte Kochsche Kurve aus Abb. 5, so sehen wir, daß bei

diesem Beispiel aus der fraktalen Geometrie, mit der

Möglichkeit, das Konstruktionsprinzip unendlich oft

anzuwenden, die Kurve obwohl sie eine endliche Ausdehnung

hat unendlich lang werden kann. Das Konstruktionsprinzip

selbst ist sehr einfach und läßt sich wie folgt beschreiben:

Eine vorgegebene Strecke wird in drei gleiche Teile unterteilt.

Der mittlere Teil wird herausgenommen und wie aus Abb. 5

ersichtlich durch ein "Dach" in Form eines gleichseitigenDie Entstehung der Kochschen Kurve. Nach ersichtlich durch ein "Dach" in Form eines gleichseitigen
den drei ersten Entwicklungsschritten wurden Dreiecks ersetzt.
viele weitere übersprungen. Anf die gleiche Weise verfährt man mit dem daraus

entstandenen vier Liniensegmenten. Jedes der Segmente wird

wieder in drei gleiche Teile unterteilt, das mittlere herausgenommen und jeweils wieder durch ein "Dach" in

Form eines gleichseitigen Dreiecks ersetzt. Dieser Prozeß läßt sich ad infinitum fortsetzen.
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(Computerprogramme zu Fraktalen siehe [28] und auch [29].) Eine weitere typische Eigenschaft von Fraktalen

ist bei der Kochschen Kurve in idealer Weise erfüllt, nämlich die sogenannte Selbstähnlichkeit. Das bedeutet,

daß bei beliebig häufigen Vergrößerungen die Kurve immer wieder die gleiche Struktur zeigt. So oft man auch

eine Vergrößerung von dieser Figur herstellen mag, sie sieht immer gleich aus. Bei einer Küstenlinie ist diese

Selbstähnlichkeit nur in annähernder Weise gegeben. In der Natur scheinen Fraktale eher die Regel als die

Ausnahme zu sein. So haben z.B. Bäume, Sträucher, Wolken eine fraktale Struktur. So wiederholt sich z.B. die

Struktur des Baumes in jedem Ast bis hinunter zu den kleinen Ästchen. Natürlich ist auch hier die

Selbstähnlichkeit nicht in idealer Weise im Vergleich zu mathematischen Strukturen realisiert. Aber auch in

unserem Körper befinden sich fraktale Strukturen wie z.B. das Geflecht der Blutgefäße, das mit seinen

Verzweigungen und Verästelungen eine baumähnliche Struktur zeigt. Auch andere Organe wie z.B. die Lunge

zeigen fraktale Strukturen. Es gibt sehr viele weitere Beispiele, wie z.B. Blumenkohl, Erosionsrinnen in der

Landschaft, Wurzelwerk von Pflanzen usw. . Fraktale sind nicht nur auf den gegenständlichen Bereich

beschränkt. Auch im abstrakten Bereich wie z.B. die Verästelungen und Verzweigungen der Befehlsrelationen

in einem hierarchisch gegliederten System zeigen sich fraktale Strukturen. Die Ausbildung geometrischer

Gebilde mit gebrochenen Dimensionen in der Natur kann man vielleicht vor dem Hintergrund sehen, daß z.B.

die Versorgung eines biologischen Systems mit Sauerstoff und Nährstoffen durch die abgrenzende Oberfläche

des Systems gegen die Umwelt erfolgen muß. Um die Versorgung zu optimieren muß die Oberfläche

möglichst groß gemacht werden. Es liegt daher nahe, bei einem begrenzten vorgegeben Volumen wie z.B. bei

der Lunge die zur Rezeption dienende Fläche gewissermaßen in das vorgegebene Volumen hineinzufalten,

ganz ähnlich wie bei der Kochschen Kurve im Linienhaften.

Dadurch kann die Dimension zwei übertroffen werden, ohne die vollständige

Raunlausfüllung der Dimension drei zu erreichen bei der ja keine innere Oberfläche

mehr vorhanden wäre.

Ein weiteres Beispiel aus der fraktalen Geometrie ist das sogenannte Sierpinski-

Dreieck, Abb. 6. An diesem Beispiel läßt sich sehr schön zeigen, daß ein Fraktal auf

verschiedene Weisen erzeugt werden kann. Eine ganz andere Methode als in Abb. 6

verwendet, hat M. Barnsley [18] vorgeschlagen. Hier entsteht in einer Art Chaosspiel

das Sierpinski Dreieck durch Würfeln. Nähere Einzelheiten siehe auch [19, 20 u. 40].

Die fraktale Dimension

Diese merkwürdige Eigenschaft der Fraktale zwischen einer Linie und dem

Flächenhaften bzw. zwischen dem Flächenhaften und dem Volumenhaften zu liegen

kann quantitativ durch die fraktale Dimension beschrieben werden. Die in Abb. 7

enthaltene Gegenüberstellung zwischen der Berechnung der Dimension in der

euklidischen Geometrie und in der fraktalen Geometrie läßt deutlich werden, daß

auch in der euklidischen Geometrie eine Selbstähnlichkeit enthalten ist. So kann man

eine Strecke in z.B. drei gleiche Teile unterteilen, die Teilstrecke ist der

ursprünglichen Strecke selbstähnlich. Noch deutlicher wird dies beim Quadrat und

beim Kubus wo durch fortlaufende Unterteilung immer wieder selbstähnliche

Gebilde enstehen. Ganz analog zur euklidischen Geometrie, wo die Dimension als

Exponent zur Skalierung gesetzt die Anzahl der Elemente bei der Unterteilung

ergibt, ist auch in der fraktalen Geometrie die Dimension (Zu den verschiedenen

Möglichkeiten der Definition des Begriffs "Dimension" siehe auch [36]) definiert. Die

Skalierung, d.h. die Einteilung der linearen Dimension des Objekts in Skalenteile

Abb. 6:
Die Entstehung des
Sierpinski-Dreiecks.
Nach den ersten beiden
Entwicklungsschritten
wurden viele weitere
übersprungen.
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Abb. 7: Die Dimension D in der euklidischen und in der fraklalen Geometrie.

bestimmt dabei die Anzahl der entstehenden Elemente. Sehr deutlich wird dies beim Sierpinski-Dreieck. Im

ersten Fall ist die Grundlinie des Dreiecks in zwei Einheiten unterteilt. Dies ergibt drei Dreiecke, im darunter

dargestellten Schritt ist die Grundlinie des Dreiecks in vier Skaleneinheiten unterteilt und es ergeben sich neun

Dreieckseinheiten. Die Koch - Kurve mit ihren Spitzen und Ausfaltungen ist eine Mischung aus Linie und

Fläche und erreicht eine fraktale Dimension von: 1,26.

Das Sierpinski Dreieck liegt gemäß seiner fraktalen Dimension von 1,59 schon näher an einer flächenhaften

Ausfüllung.

3. Einfache Experimente und Simulationen zu Fraktalen

Durch eine Hochspannungsentladung kann man schöne fraktale Strukturen erzeugen. Die experimentelle

Anordnung geht aus Abb. 8 hervor. Eine Metallspitze berührt die Oberfläche eines Blattes Papier, das durch

eine isolierende Zwischenschicht von einer Metallplatte getrennt wird. (Die isolierende Zwischenschicht kann

z.B. eine Overhead-Folie sein.) Auf die Oberfläche des Papiers wird in einer sehr dünnen Schicht das

Tonerpulver für eine Kopiermaschine aufgetragen. Zwischen der Metallspitze und der Metallplatte wird eine

Hochspannungsentladung realisiert. Mit einer Infrarotlampe läßt sich die fraktale Struktur, (auch unter dem

Namen Lichtenberg'sche Figur bekannt) konservieren. Solche hierarchisch verzweigten und damit

selbstähnlichen Figuren wie diese Lichtenbergsche Entladungsfigur (Abb. 9) werden auch als Dendriten oder

dendritische Strukturen bezeichnet. Das wohl bekannteste Beispiel für dendritisches Wachstum ist die
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dünn auf—
getragenes
Tonerpulver

lHoch=
Spannung

I

Blatt Papier

isolierende Schicht
(z.B.: transparente
Folie)

Abb. S:
Erzeugung einer fraktalen Struktur durch eine
Hochspannungsentladung
("Lichtenbergsche Figur")

elektrolytische Abscheidung von z.B. Zink aus

einer Zinksalzlösung. Das Experiment läßt sich

sehr einfach in einer Fetrischale durchführen,

Wenn man auf die optische Qualität des

Glasbodens der Petrischale achtet, so kann man

das dendritische Wachstum direkt auf dem

Abb. 9:
"Entladungsfraktat" mit der Anordnung aus Abb. 8 erzeugt.

Overhead-Projektor verfolgen. Die sehr einfache experimentelle Anordnung läßt sich der Abb. lOa

entnehmen. Ein Beispiel der sich ergebenden fraktalen Struktur ist in Abb. lOb zu sehen. Man kann auch eine

Anordnung benutzen wie sie in [20, Seite 399], oder in [21] beschrieben ist.

- + -

Metoll=
elektrodeMetall= i

spitze

Glos /
Lösung von z.B. ZnCI, in Wasser

Abb. lOa:
Wachstum einer fraktalen Struktur bei der etektroty-
tischen Abscheidung z.B. von Zink.

Ein weiteres Beispiel wie durch Anlagerung von

kleinsten Teilchen eine iraktale Struktur entsteht,

kann man an einer brennenden Kerze beobachten.

Nachdem sich ein genügend ausgedehnter "See" aus

geschmolzenem Wachs um den Docht herum gebildet

hat, streut man etwas Toner-Pulver aus einer ^fjf, IQI,:

Kopiermaschine in den "Wachssee" hinein. Die kleinen Fraktal, durch die Anlagerung von Zinkatomen in einer
Tonerteilchen werden von der im flüssigen, heißen Anordnung nach Abb. 10 entstanden.

Wachs herrschenden Zirkulation (Für den Antrieb dieser Zirkulation spielt die Marangoni-Konvektion eine

Rolle, siehe auch Abb. lla) erfaßt und transportiert. Vom Docht aus beginnend kann nun ein Fraktal durch

Anlagerung der Tonerteilchen wachsen (Abb. llb, siehe auch [22]).
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brennende Kerze aus
der Vogelperspektive

Verminderung
der Temperatur
Anstieg der
Oberflächen-
spannung
Marangoni-^
konvektion

Wärmestrahlung
Docht geschmolzenes

Wachs

geschmolzenes
Wachs

Anhäufung von
dünnen schwarzen
Körnern (Toner)

Abb. llb:
Fraktale Struktur aus Tont'rteilcheft

Docht

festes
Wachs-

v//////AW/m .
feinkorniges schwarzes Pulver
für Kopiergeräte (Toner)

Das Wachsen von seetang-, bäum- und

korallenartigen Gebilden aus Kristallen z.B.

von Kupfersulfat, Mangansulfat oder anderen

Salzen, die auf dem Boden einer Küvette

liegen, die mit einer Lösung aus Wasserglas in

Wasser (Mischungsverhältnis ca. l zu 1.5)

gefüllt ist, kann man je nach verwendetemAbb. lla.
Transportmechanismus im geschmolzenen Wachs einer Kerze §3^ ;„ relativ kurzer Zeit beobachten.

Die experimentelle Anordnung und die modellmäßige Erklärung für das Wachstum gehen aus Abb. 12 hervor.

An der Grenzschicht zwischen Kristall und Wasserglaslösung bildet sich eine dünne semipermeable Wand aus

Silikagel und dem entsprechenden Metallhydroxid. Da durch die semipermeable Wand Wasser aus der Lösung

zu dem Metallsalz eindringen kann, entsteht ein osmotischer Druck, der die semipermeable Wand aufreißen

läßt, dadurch strömt konzentrierte Salzlösung in die Wasserglaslösung ein und bildet an der Grenzschicht

sofort wieder eine semipermeable Wand. Dieser Vorgang setzt sich in dieser Weise immer weiter fort (siehe
auch [22])

Zu weiteren einfachen Experimenten, vor allem aus dem Bereich

der Chemie sei auf die Literatur verwiesen (z.B. [37, 38]).
Lösung aus Na, SiO, /
N04 Si, in Wasser

Die Theorie zu all diesen Experimenten zur Erzeugung von

fraktalen Strukturen ist nicht besonders einfach. Aber man kann

einen guten Eindruck von dem physikalischen Geschehen, das

sich dahinter verbirgt, über das Modell der sogenannten

diffusionsbegrenzten Anlagerung (diffusion limited aggregation

= dia) erhalten. Die Abbildungen 13 und 14 zeigen die

Entwicklung einer Instabilität des Wachstums durch

diffusionsbegrenzte Anlagerung von Molekülen an einem düster.

Dies kann als Hintergrund für das fraktale Wachstum in den hier

angegebenen experimentellen Beispielen Verwendel werden.

Dadurch, daß man die Linien konstanter mittlerer Dichte der

kristallines Salz Glas
(z.B. MnSo, ,CuCI, ...)

dünne
Semiperm eable
Wand aus
Silikat und '
z.B. Mn(OH),

osmotischer
Druck

.Wasser
kristallines Teilchen als ein Potentialfeld interpretiert mit den Stromlinien
Salz z.B. des mittleren Flusses der Teilchen als orthogonale Trajektorien,

4 kann man diese diffusionsbegrenzte Anlagerung als Modell für
Abb. 11:v,, , , das Wachsen einer fraktalen Struktur in einer elektrischen
Wachstum baumartiger, fraktaler Strukturen - , , „. . , „ - . , , , . , , , . i,Entladung (die entsprechenden Großen sind hier das elektrische
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Diffusion eines
Moleküls

Stomllnle des mittleren
Flusses der Moleküls

Stromlinie des mittleren
Flusses der Moleküle

_ Linien konstanter
-, , ooooooogoloooooogY-^ooo mittlerer Dichte
Cluster ooQooooooooooooQog 000000 i , , i , , , /der Moleküle

OOOOOOOOQOOOOOOOO^OOOOOOO l l \ l / I I yuol inUIGKUICf

Linien konstanter mittlerer
Dichte der Moleküle

Abb. 13:
Modellmäßige Darstellung des Vorganges der
diffilsionsbegrenzten Anlagerung von Molekülen
(bzw. Atomen) an einem Cluster.

Potential und das elektrische Feld) oder im Fall der

viskosen "Ausfingerung" (Hele-Shaw-Zelle, siehe auch ^fj^ j^

[26]) verwenden, (der Druck der viskosen Flüssigkeit An einer ursprünglich glatten Oberfläche eines
entspricht dem Potentialfeld und der Fluß der Flüssigkeit Clusters bildet sich durch zufällige Anlagerun-
entspricht dem Fluß der Teilchen), f eme ErhöhungDa die addierenden Mole-

küle eine aus der Clusteroberflache hervorragende
Durch diese Möglichkeit der modellmäßigen Wölbung (vergrößerte Fläche!) mit größerer Wahr-
Übertragung erlangt die diffusionsbegrenzte Anlagerung scheinlichkeit treffen, wachsen solche Vorsprünge
eine verstärkte Bedeutung [22, 23]. schneller als ein "Tal".

Eine gute Methode, den Hintergrund und das Geschehen bei der diffusionsbegrenzten Anlagerung zu zeigen

und zu verstehen ist die Computersimulation (siehe auch [27]). Die Ergebnisse von zwei solchen Programmen

sind in Abb. 15 und Abb. 16 gezeigt. In beiden Fällen wird die diffusionsbegrenzte Anlagerung dadurch

simuliert, daß die Moleküle mit Hilfe der Funktion "Random" stochastische Bewegungen mit einer bestimmten

Schrittweite ausführen. Im Fall der Abb. 15 kann man ein zylindersymmetrisches Feld überlagern, das der

Diffusionsbewegung eine Driftbewegung, deren "Geschwindigkeitsfaktor" von Null an kontinuierlich eingestellt

werden kann, zusätzlich aufprägt. Im Fall des algen- bzw. buschähnliehen Wachstums von Abb. 16 kann ein

homogenes Feld überlagert werden, das eine Driftgeschwindigkeit zur Folge hat, die senkrecht zur

Clusterunterlage auf den Cluster zu gerichtet ist und wieder von Null an kontinuierlich gewählt werden kann.

Weiterhin können bei den Programmen die Anzahl der Anlagerungsoperationen, nach denen ein Farbwechsel

eintritt sowie der Radius der angelagerten Moleküle gewählt werden. Nachdem die fraktale Struktur bis zu

einer im Programm vorwählbaren Größe gewachsen ist, wird der Wachstumsrichtung folgend segmentweise

die fraktale Dimension bestimmt. Dazu werden im Fall von Abb. 15 in Kreisringen mit wachsendem Radius

die durch Anlagerung besetzten Pixel gezählt. Der Logarithmus der Zahl der Pixel wird gegen den

Logarithmus des Radius der Kreisscheibe indem die Pixel enthalten sind in der rechten unteren Bildhälfte

graphisch aufgetragen ("box-counting"-Methode [25, 19]). Die Steigung dieser Kurve ergibt die Dimension. In

einer Tabelle wird die Dimension jeweils als Mittelwert aller vorhergehenden Berechnungen ausgeworfen. Der

Berechnung der Dimensionen in Abb. 16 liegt das gleiche Verfahren zugrunde, nur wird jetzt die Zählung der

besetzten Pixel in Streifen gleicher Breite vorgenommen. Die Streifenbreite bzw. die Breite der Kreisringe

innerhalb derer die Zählung vorgenommen wird, kann in den Programmen vorgwählt werden. Abb. 17 zeigt

die für das Verständnis des Geschehens bedeutsamen Zeilen aus einem Programm. Bei diesen

Computersimulationen kann man den Einfluß der Parameter, wie z.B. die Driftgeschwindigkeit, die der

Diffusionsbewegung überlagert ist, oder die Größe der angelagerten Moleküle auf das Wachstum und auf die
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fraktale Dimension der dabei entstehenden fraktalen Strukturen, untersuchen. (Mehr zu Fraktalen, siehe [30-

34].)

Eine zusammenfassende, ausführliche Darstellung des Themenbereiches Chaos und Fraktale im Hinblick auf

den Unterricht erfolgt in [20] (ist mittlerweile auch mit Ergänzungen in Deutsch erschienen). Dazu sind bereits

die ersten Arbeitsbücher für den Unterricht mit Aufgaben und Arbeitsblättern erschienen! [39, 40].

Interessenten können gegen Einsendung einer Leerdiskette die Programme zur Simulation der Anlagerung

von Molekülen (Abb. 15 und 16) erhalten.

UachcanR
Farbuachsal nach a=3000

tgeschu v= l
Ichenradius r3=l
ix Radius r2=330
ladiuszuuachs dr=20
D inenaion:D1=

1.6947 1.6997
1.6998 1.6842
1.70B5 1.6629
1.7106 1.6384
1.7107
1.7083

Abb. 15:
Diffusionsbegrenzte Anlagerung von Molekülen bzw. Atomen an einen punkiförmigen Cluster. Die .Kreislinien,
innerhalb derer die besetzten Pixel zur Berechnung der fraktalen Dimension ausgezählt werden, können wahlweise
unsichtbar bleiben. Graphische Auftragung: Logarithmus der Zahl der Pixel nach oben, Logarithmus des Radius
der Auszählungskreise nach rechts.
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Linua l
FjrOuxctifI nach a=2
DrirtuzchM u=S
Taiictnnradius r3=l
nax H»h« h= 430
Scanbraita dl—20
Oln—iaian:

1,8914 1.8879
1.8923 1.8889
1.8099 1.8097
1.8867 1.8904
1.8847 1.8912

8830 1.8920
8837 1.8923
0046 1.0925
88S7 1.8930

1.8906

Abb. 16:
Diffusionsbegrenzte Anlagerung von Molekülen an einen linearen düster. Die Grauabstufungen entsprechen
unterschiedlichen Farben auf dem Bildschirm. Die waagerechten Linien markieren die gewählte Scanbreite (dr =
20). Graphische Auftragung: Logarithmus der Zahl der Pixel nach oben, Logarithmus der Kantenlänge des
Auszählungsquadrates nach rechts.

repeat
n:=Bound(Int(nf»;''
d x l : » t . O -liandom (3 ) ; d y l ; » 1 . 0 -nandom(3)+v«dt ;
x:=i+dxl; y:=y*dyl;

It z>440 then i:=x-440;
If x<0 then x:=l*440;

xl;=Bound(x);yl;=Round(y);
Farbe:»GetPlxel (x l ,y l ) ;

II (Farbe>8} and (Farbe<=tcol) then
begln

Setcolor<tcol-n);
yd:"y-O.S»dyl;
ydl:°Round(yd) ;
SetFl l lStyl6<Sol ldF.m,tcol-n);
F i l l E l l l p a e ( x l , y d l , r 3 , r 3 ) ;
X:'Random(441);
y:=470-ra;
nf:3nf+l/a;
It Int (nf)>5 then nf ;=0;

end;
It y<470-rs-10 then y:=470-rs;
If yd<470-rs+20 then ra:=rs*4;

untl l (yd<=470-h) or (Eeypressed) ;

Abb. 17:
Programmausschnitt (Turbo Pascal 6.0)
zur Simulation der diffusionsbegrenzten
Anlagerung aus Abb. 16. [n den Zeilen
3 und 4 (in der repeat-until Schleife)
wird die Zufallsbewegung (Diffusion)
überlagert von der Driftbewegung
gesteuert. In der 8. Zeile wird abgefragt,
ob das diffundierende Molekül den
düster getroffen hat. Wenn ja (Zeile 9),
dann wird das Molekül mit der richtigen
Farbe dort angelagert.
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