Matthias Elbel

Die Geometrie in der Physik des 17. Jahrhunderts

1. Einleitung

Natiirlich sollte der eigentliche Titel des Beitrags lauten: Geometrie in der Physik
bis zum 17. Jahrhundert, aber einerseits wiirde dadurch unterstellt, die Geometrie
sei nach dem 17. Jahrhundert aus der Physik verschwunden, und zum anderen ist
bis zum 17. Jahrhundert so wenig in der Physik geschehen, daffi man es getrost in
der Einleitung zusammenfassen kann. Tatsachlich ist der Zeichenstift fiir den Phy-
siker immer noch vertrautes Hilfsmittel. Skizzen begleiten seine tagliche Arbeit. Mit
ihnen bringt er die Abstraktion auf den Weg, ohne die man nach Galilei (1564-1642)
nicht die Gesetze findet, die die Natur beherrschen. Die analytische Methode, die
uns seitenweise Formeln produzieren 1iafit, gehort der nach-newton’schen Ara an.
Sie kommt durch Leibniz, Bernoulli, Euler und Lagrange. Newton liebte den syn-
thetischen Beweis der Geometrie. Deswegen ist sein Hauptwerk, die ’principia ma-
thematica philosophiae naturalis’ fiir uns so schwer zu lesen. Man spricht dariber,
aber man kennt es nicht. Und doch ist es schade darum, denn geometrische Bewei-
se ermoglichen eine Zusammenschau, einen Uberblick, den man Angesichts von For-
melwéanden nicht haben kann. Manche sind frappierend in ihrer Wirkung und man
staunt und fihlt sich amisiert.
Von Archimedes (287-212) stammt folgendes schones Beispiel (in seinen beiden Bii-
chern "iber die Gleichgewichte oder iiber die
7 Schwerpunkte von Flachen”): Zwei Flachen,

— l/ 2 T l/ 2 ™1 Rechtecke gleicher Héhe, sind jeweils in ih-
X /2___‘!_-_5,__)( /2__‘l-_x. rem Mittelpunkt aufgehingt. Beide befinden

2 2 sich daher im Gleichgewicht. Vereinigt man
sie zu einem groferen Rechteck, ohne sie

aneinanderzukleben, so muf man dieses, um

es wieder ins Gleichgewicht zu bringen,

wiederum in der Mitte aufhangen. Das kann

X )( X mit Hilfe eines gewichtslosen Stabchens
geschehen (s. Abb. 1). Setzen wir die Liange
des Vereinigungsrechtecks gleich 1, die des
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grofleren Teilrechtecks gleich x, so ist die des

et L s kleineren gleich I-x. Vom Mittelpunkt aus
liegt der Unterstiitzungspunkt des grofleren
Abb. I: Zum Hebelgesetz Rechtecks (1-x)/2 entfernt, der des kleineren
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Rechtecks um 1/2-(1-x)/2, also x/2. Da nun das Gewicht der Rechtecke propotio-
nal ihrer Linge sein muf, so findet man, dal das Produkt der Gewichte und der
Gewichtsarme

x*(1-x)/2=(1-x)*x/2
eine Konstante ist. Das Hebelgesetz "Kraft*Kraftarm=Last*Lastarm” steht da.
Archimedes hat es durch eine Analyse des Gleichgewichts gewonnen. Das Gleichge-
wicht soll selbst dann erhalten bleiben, wenn man einen Korper in Teile zertrennt.
Die Festigkeit der Korper spielt in seinen Uberlegungen keine Rolle, allein mafige-
bend fir ihn ist die ideale, die geometrische Situation. Er abstrahiert aufs auflerste
von der Materie und findet gerade dadurch ihre Gesetze. Hier steht er genau auf
der Nahtstelle zwischen Platon und Galilei. Er ist zugleich Platoniker, also Idealist,
und moderner Physiker. Archimedes hat auch die Gesetze des Auftriebs, d.h. den
Gewichtsverlust eingetauchter Korper gefunden und damit die modernen Methoden
der Dichtebestimmung ermoglicht. Dabei ist er stets von Gleichgewichten ausgegan-
gen, nur die im Gleichgewicht verharrende Natur, in der alle Dinge ihren ange-
stammten Platz gefunden haben, schien ihm analysierbar zu sein. Die Dynamik
schien seiner Physik unzuginglich zu sein. Das blieb so bis ins Mittelalter, bis zu
Galilei. Fortschritte gab es nur auf dem Gebiet der Statik. Jordanus von Nemore,
ein Scholastiker, hat die Gleichgewichte zwischen Korpern auf verschieden geneigten
Ebenen erklirt und damit das Parallelogramm der Krafte gefunden (13. Jahrhun-
dert). In die Scholastik gehéren auch die ersten tastenden Versuche, zu einem Ver-
stindnis der Bewegung der Korper zu kommen. In der Schrift "de intensione et
remissione formarum” des Nicolas von Oresme, eines Pariser Kanonikers, spiren wir
schon am Titel ("Uber das Stirker- und Schwicherwerden der Formen”) die Einbe-
ziechung der Zeit. Auch die Geschwindigkeit war eine Form im Sinne des Aristoteles,
und ihr Starker- und Schwacherwerden kann sich vollziehen:

simpliciter uniformis

uniformiter difformis

difformiter difformis.
Man ahnt schon die gleichformige und die gleichmaflig und ungleichméaflig beschle-
unigte Bewegung. Es bleibt das Verdienst der Scholastik, dal sie das Begriffsgebaude
geschaffen hat, in dem die Physiker sich auszudriicken lernten.
Simon Stevin (1548-1620), Ingenieur und Festungsbaumeister, hat gewissermafien das
Fazit dieser Zeit gezogen. In seinem Werk iiber Statik und Hydrostatik gibt es viele
anschauliche, geometrische Beweise. Die Gleichgewichtsverhaltnisse zwischen ver-
schieden geneigten Ebenen, deren Erkenntnis ja nétig ist, um Grundmaschinen wie
Schraube und Schnecke zu verstehen, konnte er in einem frappierenden Beweis
verdeutlichen. Eingeschlossen in das typische Rankenwerk eines Wappens sehen wir

ein Dreieck mit horizontaler Basis, um das eine gleichmaflige Perlenkette geschlun-
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gen ist. Da es sofort einleuchtet, dafl die
Kette im Gleichgewicht ist, und da ihr un-
terer, in Form einer Kettenlinie hangender
Teil an beiden Enden den gleichen Zug
ausilben muf, so folgt, daB sich Massen auf
verschieden geneigten Ebenen gleicher Hohe
das Gleichgewicht halten, wenn sie den Lan-
gen der Ebenen, auf denen sie liegen, pro-
portional sind. Man kann das Frappierende
dieses Beweises nicht besser ausdrickem als

in dem Spruchband, wo es in erdigem Hol-

landisch heifit: 'Wonder en is gheen wonder’.

Abb. 2: Zum Gleichgewicht auf der Ubrigens schrieb Simon Stevin alle Biicher in

schiefen Ebene Hollandisch und nicht, wie alle Welt, in La-
tein oder Franzosisch, weil er der Meinung war, Hollandisch sei die Ursprache, die
Adam und Eva im Paradies gesprochen hitten. Die iibrige Welt glaubte natiirlich,
das sei Hebriisch gewesen, weshalb man auch versuchte, Taubstumme in Hebraisch
zu unterrichten.
Von Stevin stammt auch die Vorrichtung, mit der man noch heute im Unterricht
das Parallelogramm der Krifte demonstriert: Uber zwei in gleicher Hohe angebrach-
te Rollen lauft ein Seil, das an beiden Enden mit beliebigen Massen belastet ist.
Zwischen den Rollen hangt eine dritte Masse, die natiirlich kleiner sein mufl als die
beiden vorgenannten Massen zusammen.
Man steht davor und schaut in Ruhe die Addition der Krafte, ohne sich zu wun-
dern, warum sie sich gerade so addieren. Nun.., weil Krifte, wie ubrigens auch
Geschwindigkeiten und Beschleunigungen, Vektoren sind, und wie die zu addieren
sind lehrt die Mathematik. Fehlgegangen! Dafl sich Geschwindigkeiten nach diesen
Gesetzen addieren, kann man direkt einsehen!
Zeichnet man namlich entlang einem angeklammerten Lineal eine gerade Linie
einmal auf die ruhende, und einmal auf die gleichformig bewegte Tafel, so entste-
hen zwei verschieden geneigte Linien. Repriasentiert die erstere die Geschwindigkeit
der Kreide im Klassenraum, so stellt die zweite die Summe aus der Geschwindigkeit
der Kreide gegen den Klassenraum und des Klassenraums gegen die Tafel dar. Man
kann nun in einem Gedankenexperiment beide Bewegungen in eine grofle Zahl von
Teilbewegungen auftrennen, die man alternierend ablaufen lassen kann. Je grofler
die Zahl, desto naher bewegt sich die Kreide entlang der Diagonale des Parallelo-
gramms der vorgenannten Geschwindigkeiten, womit deren Additionsregel schon
bewiesen ist. Addieren sich aber Geschwindigkeiten so, so tun es auch Beschleuni-

gungen, und diese sind Kraften proportional, wie wir seit Newton wissen. Also
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addieren sich auch Krifte so. Es hat etwas Atemberaubendes, vor Stevins Apparat
zu stehen. Es bewegt sich nichts, und doch addieren sich die Kréafte, wie sich Bewe-
gungen addieren, von denen sie doch gar nichts ”wissen”. Ubrigens liuft Newtons
Beweis, den er erst in der zweiten Auflage seiner Principia’ gibt, in der selben
Weise ab wie oben (Zusatz 1 zu seinen drei beriihmten Axiomen).

2. Die Theorie der Planetenbewegung von Ptolemiaus bis Kepler.
In den verbleibenden Kapiteln konzentrieren wir uns auf eine einzige Entwicklung,
die im 17. Jahrhundert ihren Hohepunkt und Abschlufl gefunden hat. Ich meine die
Planetenbewegung und ihre Zuriickfiihrung auf die Gravitation. Ptolemaus, Koperni-
kus, Galilei, Kepler und Newton sind grofle, zu nennende Namen.

Die von uns beobachtete Bewegung der

Planeten vor dem Fixsternhimmel zeigt
= die Erscheinung der zeitweiligen Riicklau-
figkeit. Im geozentrischen System des Pto-
lemaus (um 140 n. Chr. in Alexandria, vgl.
Abb. 3) wird diese Bewegung durch die
Excenterdrehung gedeutet, d.h. der Planet
) dreht sich gleichformig um einen Punkt, auf

—— ”
E C Aquant

dem Deferenten, der seinerseits mit gleich-
formiger Winkelgeschwindigkeit den sog.
Aquanten umliuft. Der letztere liegt sym-
metrisch zur Erde auf dem Durchmesser
durch den Erdort. Die Bahnkurven sind Krei-
¢ t se, die man sich durchaus als Reifen: ’orbes
. . coelestes’, vorstellte. Die Planeten sind im-
Abb. 3: Zum ptolemeischen Weltbild ) .
materielle Lichter.
Die Frage nach einer Himmelsdynamik stellte sich daher gar nicht. Die Radien sind
unbestimmt. Man dachte sie sich so groff, daf8 es nicht zu Kollisionen zwischen den
Planeten kommen konnte. Daf der Umlauf der Epizykel der &uBleren Planeten
Mars, Juppiter und Saturn im Jahresrhythmus erfolgte, fiel niemandem besonders
auf. Bei den inneren Planeten war es die Deferentenbewegung, die die Jahresperiode
hatte.
Erst dem Frauenburger Domherren Nikolaus Kopernikus war es vorbehalten, ein
grofies ordnendes Prinzip in dieses Planetarium zu bringen: den Heliozentrismus.
Setzt man namlich die Sonne in den Mittelpunkt, die nun ihrerseits von der Erde
wie von allen ibrigen Planeten umlaufen wird, so werden die Epizykel uberfliissig.
Die Bewegung der Planeten vor dem Fixsternhimmel werden durch die parallakti-
sche Tauschung des Beobachters verstandlich, der ja nun selbst an der Planetenbe-
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wegung teilhat. Die Radien der Bahnen sind nun allerdings nicht mehr willkiirlich,
sondern als bestimmte Vielfache des Erdbahnradius festgelegt. Seither sind die
Bahnradien berechenbar, eben aus der Parallaxe. An den himmlischen Sphiren
wurde festgehalten.

Es ist merkwiirdig, daB8 sich selbst einem Galilei die Frage nach der Himmelsdyna-
mik gar nicht zu stellen schien, die Frage namlich: Was zwingt die Planeten auf
Kreisbahnen, wo doch die kradftefreien Bewegungen als geradlinig erkannt waren.
Wahrscheinlich war es die Fiktion der himmlischen Reifen, die das Problem ver-
schleierten. Die Drehbewegung eines Reifens dauert ja auch im kraftefreien Fall
ungebremst an.

Anders bei Kepler (1571-1630)! Fiir ihn waren die Planeten materielle Korper wie die
Erde. Also waren sie triage, also war im Sinne der aristotelischen Mechanik eine
Kraft notig, um sie zu bewegen. Kepler dachte an eine von der Sonne ausgehende
zentrale Kraft, die sich dhnlich wie Lichtstrahlen im Raum verbreiten sollte. Dies
sollte aber nicht nach einem 1/r2-Gesetz erfolgen. Die Kraft brauchte ja nur flichig,
in der Bahnebene der Himmelskérper zu wirken. Also nahm er eine 1/r-Abhangig-
keit an. Ein Fehler, den er sogleich mit einem zweiten kompensierte! Er setzte die

) Kraft namlich, darin noch ganz Aristoteliker,
Fldachensatz:

F2(1-ecosd) b der Geschwindigkeit proportional. Heraus

kommt der Flichensatz: Der Fahrstrahl Sonne

=const.
- Planet iiberstreicht in gleichen Zeiten gleiche
Flachen!
r-e= . o 3.
S 52 An diesen Satz hat er unverbriichlich ge-
de glaubt. Als Leitstern hat er ihn von Erfolg

zu Erfolg gefithrt. Wie kam Kepler zu seinem
berihmten Fund, daf die Planeten auf El-

lipsenbahnen wund nicht auf Kreisbahnen
Integrierter Fl-Satz:

laufen, in deren einem Brennpunkt die Son-
¢-esind = 2L ¢

ne steht? Will man eine Hypothese iiberwin-
den, muf man ihr zunichst alle Chancen
geben, sich zu bewahren. Kepler hielt an der
Kreisbahn fest. Er tat das aufs duflerste und
fand gerade darum die Losung. Nach der al-

ten Aquantenhypothese lieB er nimlich die
Sonne im Kreis einen exzentrischen Standort
einnehmen. Nur am Fachensatz fir den
Fahrstrahl Sonne-Planet hielt er fest. Wie

Abb. 4: Keplerschen Gleichung erfolgt dann die Bewegung?
zur Ellipsenbahn Betrachten wir das differentiell kleine Drei-
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eck im oberen Teil der Abb. 4. Es repriasentiert die im Zeitintervall At tberstriche-
ne Fliche. Wir finden seine Grofle als:

r2*(1- e*cos®) *d ,
wenn auf das Zeitelement bezogen. Die Gleichung erweist sich als Differentialglei-
chung fir die Zeitabhangigkeit von ®. Kepler hat sie miithsam numerisch integriert.
Wir tun das in einem Zug und haben gleich die Kepler’sche Gleichung da stehen: @
in Abhingigkeit von der Zeit t bei einer durch den Flichensatz bestimmten Kreis-
bewegung! Im Vergleich mit den Messungen ergab sich aber eine charakteristische
Abweichung. Es schien so, als ob der Planet Mars beim Aufsteigen aus einer der
Apsiden hinter dem errechneten Ort zuriickbliebe, bis er ihn in der Quadratur
einholte, worauf er bis zum Erreichen der nichsten Apside sogar vorraneilte. Der
ganze Effekt betrug T, dreimal mehr als der Mefifehler, der bei 2’ lag. Kepler sah,
daf die Bewegung richtig widergegeben wurde, wenn er annahm, dafl die Bahnkurve
kein Kreis, sondern eine Ellipse war, die ganz im Innern des Kreises verlief, an den
sie in den Apsiden angrenzte. Dabei sollte der wahre Ort des Planeten stets verti-
kal unter dem errechneten Ort auf der Kreisbahn zu liegen kommen. Kepler be-
merkte sofort, dafi auch dann noch die Bewegung nach dem Flachensatz erfolgte,
denn bei der Ellipse sind alle in Frage kommenden Flichen gegeniiber den ent-
sprechenden Fliachen beim Kreis im Achsenverhaltnis verkiirzt, aber somit auch
strikt proportional.
Kepler konnte mit der Ellipsenhypothese die Planetenbewegung mit duflerster Ge-
nauigkeit beschreiben. Zudem kam auch noch die Sonne in den Brennpunkt der El-
lipse zu liegen, was nicht gefordert war, aber seinen Fund immer wahrscheinlicher
werden lief. Kepler hat diese Ergebnisse in seiner “Astronomia nova” (1609) verof-
fentlicht.
Sein dritter Satz: die Quadrate der Umlaufszeiten verhalten sich wie die dritten Po-
tenzen der groflen Halbachsen, findet sich erst in seinem ’'Harmonice mundi’ von
1619. All das ist sicher der unerhorteste Erfolg der vor-newtonischen Ara, ver-
gleichbar nur mit den grofen Durchbriichen unseres Jahrhunderts. Die Keplerschen
Gesetze lassen an Prazision der Vorhersage nichts zu wiinschen iibrig. Bewiesen wa-
ren sie nicht, aber in jeder Hinsicht wahr! Und sie zeigten, daf die Vorginge am
Himmel durch Krafte zwischen den Gestirnen zustande kommen. Diese Einsicht war

wegweisend. Die Vorbereitungen fiir das Wirken Newtons waren getroffen!

3. Newton’s Gravitationsgesetz und die Planetenbewegung.

1666 war das grofie Jahr, in dem Newton seine drei groflen Entdeckungen machte:
Differentialrechnung, Dispersion des Lichts und Gravitation. Die Anziehung der
Korper aufeinander erfolgt danach umgekehrt proportional zum Quadrat ihres Ab-
standes und nicht des Abstandes selbst, wie von Kepler geglaubt. Durch Vergleich
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der Gravitationsfeldstirke an der Erdoberfliche und an der Mondbahn lie8 sich das
Gesetz iberpriifen. Dabei war der Mondabstand zu sechzig Erdradien durch Trian-
gulation von zwei Erdortern aus befriedigend bestimmt worden. Daffi der Erdradius
nicht genau bekannt war, war unerheblich. Als dann in den siebziger Jahren die
Huyghens’sche Zentripetalkraft bekannt wurde, ist es mehreren Astronomen ge-
glickt, das dritte Keplergesetz aus dem Newton’schen Gravitationsgesetz herzu-
leiten. Zu nennen sind hier Halley, der Entdecker des ersten langperiodischen Ko-
meten, Hooke und Wren, der Erbauer der Kuppel der St. Paul’s Kathedrale. Die
Herleitung der ibrigen Keplergesetze ist ihnen nicht gelungen. 1684 besuchte Halley
seinen Lehrer Newton, der in Cambridge den “Lucasian chair” innehatte, auf den
Isaac Barrows, selber beriihmter Mathematiker, voll Bewunderung fiir seinen genia-
len Schiiller Verzicht geleistet hatte. Halley fragte Newton, auf welchen Bahn-
kurven Planeten liefen, wenn das Newton’sche Gravitationsgesetz gelte. Newton
sagte: eine Ellipse, und Halley fragte, woher er das wisse. Newton darauf: Why, I
have calculated it!

Es war das heifleste Problem damals. Newton hatte es gelost und in der Schublade
abgelegt. Nur mit Miihe ist es Halley gelungen, Newton zur Herausgabe seiner in
der Schublade abgelegten Ergebnisse zu veranlassen. So hat Newton die ”Principia
mathematica” geschrieben und Halley hat ihre Edition besorgt. Sie sind 1687, vor
nunmehr 304 Jahren erschienen und tragen das "Imprimatur” der Royal Society,
vertreten durch ihren Préasidenten Samuel Pepys, aus dessen Tagebiichern wir von
all diesen Vorgangen wissen.

Wie fiihrt Newton seine Beweise? In einer fiir seine Methode sehr typischen Art
(Hinweis: Skizzen und geometrische Uberlegungen zum Beweis sind in Abb. 5a bis 5e
zusammengestellt). Er betrachtet zunachst andere, im Versuch leicht herzustellende
Ellipsenbewegungen, z.B. die eines Kegelpendels (s. Abb. 5a). Hier ist bei geeignetem
Ansto immer eine Ellipsenbewegung moglich. Welches Abstandsgesetz muf die
Zentralkraft befolgen, die diese Bewegung zustande bringt? Newton denkt sie sich in
einem Punkt der Bahn ausgeschaltet. Der Pendelkorper wiirde unter Beibehaltung
seiner Momentangeschwindigkeit tangential weiterfliegen. Das Stiick zur Kurve
zuriick in zentraler Richtung ist sicher das Stick, das der Korper unter der Wirkung
der Kraft durchfallen hatte, wire sie eingeschaltet gewesen. Teilen wir es durch
das Quadrat der Zeit, so erhalten wir nach den Fallgesetzen die Beschleunigung,
welche der Kraft proportional ist.

Wie geometrisiert Newton die Zeit? Nach dem Flachensatz ist das Flachenstiick,
welches der Fahrstrahl vom Zentrum zum Korper iiberstrichen hat, ein Mafi fiir die
Zeit, in der Abbildung 5a ist es das Dreieck mit der Basis a’ und der Hohe v!

Wir wahlen nun zweckmaifliig eine Darstellung in schiefwinkligen Koordinaten, wobei
x- und y-Achsen zueinander konjugiert sind. In diesem Koordinatensystem schreibt
sich die Ellipsengleichung wie im rechtwinkligen, nur sind die konjugierten Halb-
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Tangente

Abb. 5: Erlauterungen zum Beweis Newtons

Abb. 5a: Zum Kraftgesetz beim ellipti-
schen Pendel

(®/a)+ (y/p) =1

(- ax)/a)® + (y/b)* =1

AX’*(2a’—Ax’) = (a’* y’/b’)2

Vergleich Hohensatz (Thaleskreis)

Fo AX/At2« AX/(va’) 2= AX /(y a’ sina)?

~ ((a’/b)* y’)2 /(2a'(y’ &’ sina)? ) ~ a’/konst;
(konst. = 2(a’b’sin« )?)

Abb. 5b: Ellipsenbahn und Gravitations-
gesetz (1. Teil)

Kraft F « RQ/ at® « RQ/(SP*QT)?,
weil nach dem Flachensatz gilt:

At < SP*QT

Abb. 5¢: Ellipsenbahn und Gravitations-
gesetz (2. Teil)

Dreiecke PRQ und LRP sind ahnlich,
darum: LR/RP = RP/QR

oder: LR*QR = RP*RP
(Sehnen-Tangenten—Satz)

F « QR/(SP*QTY
= (RP)?/((SP)** (QT)** LR)
RP/QT = VA/VP

VP = lim LR
At =0

folglich:
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achsen a’ b’ zu verwenden. Der Rest des Beweises ist einfach. Unter Beriicksichti-
gung dessen, dafl 4a’b’cos« die Ellipsenfliche, also eine Konstante der Bewegung ist,
folgt, daB die Kraft proportional a’, also dem Abstand zum Zentrum ist.
Viel schwieriger gestaltet sich der Beweis fiir den Keplerfall, bei dem das Kraftzen-
trum nicht im Mittelpunkt, sondern in einem Brennpunkt der Ellipse liegt. Wie
gestaltet sich dann das Abstandsgesetz der Kraft? Newton geht zurick zur Kreis-
bahn, die ja fiir infinitesimal kurze Zeitabschnitte bei beliebigen Bahnkurven vor-
liegt. Er fragt nun, wie sich Krafte verhalten miissen, die von verschiedenen Zen-
tren ausgehen und doch die gleiche, momentane Kreisbewegung bewirken. Dann ist
das Abstandsgesetz der Kraft fiir jedes beliebige Zentrum in der Ellipsenbahn aus
dem Abstandsgesetz fiir das Ellipsenpendel herleitbar.
In Abbildung 5b laufe der Korper in der Zeit At von P nach Q, unter Ausschaltung
der Kraft von P nach R. Er durchfillt dann unter Einwirkung der Kraft das Stick
RQ. SP*QT ist wieder als Flache, die in At tiberstrichen wird, ein Maf§ fir die
Zeit. Also ist

F « RQ/(SP+QT)
ein Ma8§ fur die Kraft. Hierin sind RQ und QT arbitrar und durch Konstante zu er-
setzen. Fir RQ findet man leicht, daB es nach dem Sehnen-Tangenten-Satz durch
RP und LR auszudriicken ist (s. Abb. 5¢). Endlich folgt:

QT/RP = VP/VA |
weil die Dreiecke VAP und ZTP ahnlich sind. So erhalten wir:
F (Kreisdurchmesser)2/ ((Abstand: Zentrum—Korper)? * (Sehne: Zentrum - Kérper) 3).
Wir waren fertig, ware die Sehne Zentrum-Korper eine Konstante. Sie ist es nicht
und darum setzt Newton seinen Beweis fort. Er fragt, wie sich zwei Krafte verhal-
ten miissen, die von verschiedenen Zentren R und S ausgehen und dennoch die
gleiche Kreisbewegung verursachen. Sie verhalten sich nach dem Vorstehenden
umgekehrt wie die Abstandsquadrate mal den dritten Potenzen der Sehnen Zen-
trum-Korper.
Newton eliminiert die letzteren, indem er in P eine Tangente errichtet und durch S
eine Parallele zu RP zeht (s. Abb. 5d). Er erhilt so ein neues &ahnliches Dreieck,
welches die Proportion PT/PV = PS/SG ermoglicht. Damit sind die Sehnen heraus
und unversehens halten wir ein umfassendes Theorem in Handen:

F(S)/F(R) = (PR)?*PS/(SG)>
Hier kommen Kenngréfen des Kreises nicht mehr vor. Der Satz gilt darum fir jede
beliebige Bahnkurve, die in P einen Schmiegkreis besitzt.
Also gilt sie auch fiir die Ellipse! Fir den Mittelpunkt als Zentrum kennen wir
schon das Kraftgesetz: "Kraft proportional Abstand”. Also konnen wir es fiir jedes
beliebige andere Zentrum daraus herleiten, z.B. fir Keplers Brennpunkt.
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Abb. 5d: Ellipsenbahn und Gravitations-
Parallelen gesetz (3. Teil)

FS)/FR) = (PR/PS)**(PT/PV)>

= (PR/PS)%*(PS/SG)?
’» G = (PR)?>*PS/(SG)®
wegen der Ahnlichkeit folgt:

PT/PV = PS/SG

Abb. 5e: Ellipsenbahn und Gravitations-
gesetz (4. Teil); T: Tangente

Fir Ellipsenbewegung gilt:

F(S) « PS
(Harmon. Oszillator in zwei Dimensionen)

Also: FR) « (SG} /RGY ;
nach Abb. 5e gilt: SG = EP ; ferner gilt:
EP = EJ + JP = 0.5%(RJ+JP +PH) = AS;

also: F(R) = Const./ (RP)2

(Gravitationsgesetz)

Eine letzte Abbildung (s. Abb. 5e): die Bahnellipse! Wir verbinden einen beliebigen
Punkt P der Bahn mit dem Brennpunkt, von dem die Kraft ausgehen soll, errich-
ten die Tangente in P und zeichnen durch den Mittelpunkt die Parallele zu RP.
Sie schneidet von der Tangente das Stiick PG ab. Nach dem Vorherigen ist:
F(S)/FR) = (RP)** PS/(SG)°
F(S) ist aber schon als proportional PS bekannt. Verbleibt:
FR) ~ (SG)%/(RP)%.
Wir missen nun nur noch die Konstanz von SG zeigen und haben das Gravitati-
onsgesetz da stehen. Es ist aber mit wenigen Schritten zu zeigen, dal SG=SA , also
gleich der grofien Halbachse ist. Man sieht es leicht, wenn man an die Konstruk-
tionsvorschrift der Ellipse denkt: RP + PH = 2*SA. Wichtig in diesem Zusam-
menhang: Die Normale auf die Kurve in P ist zugleich Winkelhalbierende des Drei-
ecks RPH bei P!

A



Wir stellen fest: Bis auf die Ellipsensitze war alles elementar, dem Stoff der Jahr-
gangsstufe 8 und 9 zuzuordnen, jedenfalls soweit sich der Schreiber erinnert.
Waren die Physiker Newton gefolgt, sie wiren noch lange bei Zirkel und Lineal ge-
blieben. Newton ist in seiner Wissenschaft eigentlich der grofie Unzeitgemaife, ver-
gleichbar J. S. Bach. Er fiihrt die vorgefundene Wissenschaft zu einer ungeahnten
Vollendung, wahrend ihn die Neuerer bereits rechts und links iiberholen. Was er
aber mit seinen altertiimlichen Methoden erreicht hat, ist ungeheuer. Er hat nicht
nur die Optik, und hier besonders die Dispersion begriindet, sondern auch das Gra-
vitationsgesetz entdeckt, er hat die Hydrodynamik konzipiert und sogar die Bewe-
gungen der Mondbahnknoten durch Storungsverfahren berechnet. Mit diesem Riick-
blick und dieser Wiirdigung seiner ”Principia” beenden wir die Ausfiihrungen zur
Geometrie in der Physik in der Hoffnung, einige Anregungen zum Weiterstudium
gegeben zu haben.
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